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1 Îáùèå ñâåäåíèÿ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ è àíàëèçà ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ëèíåéíûõ
ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà.
Àâòîíîìíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà âòîðîãî ïîðÿäêà îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

âèäà
ÿ(t) + a1ẏ(t) + a0y(t) = 0 (1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(0) è ẏ(0). Ïðè âûáîðå ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ êàê x1(t) = y(t)
è x2(t) = ẏ(t) ñèñòåìà (1) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ôîðìå âõîä-ñîñòîÿíèå-âûõîä:[

ẋ1(t)
ẋ2(t)

]
=

[
0 1
−a0 −a1

]
︸ ︷︷ ︸

A

[
x1(t)
x2(t)

]
(2)

[
x1(0) x2(0)

]>
=
[
y(0) ẏ(0)

]>
Â òî âðåìÿ, êàê íåëèíåéíûå ñèñòåìû ìîãóò èìåòü ìíîæåñòâî ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ,

äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñâîéñòâåííî íàëè÷èå åäèíñòâåííîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 0.
Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ó ìàòðèöû A íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, â ýòîì ñëó÷àå
ñèñòåìà èìååò ìíîæåñòâî ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì âåêòîðàì,
àññîöèèðîâàííûì ñ íóëåâûì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1) èìååò âèä

p2 + a1p+ a0 = 0

è êîðíè p1,2. Â çàâèñèìîñòè îò êîðíåé óðàâíåíèÿ, ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ìîãóò ïðèíèìàòü
ñëåäóþùèå ôîðìû:

• Îáà êîðíÿ äåéñòâèòåëüíû è ðàçëè÷íû, p1 6= p2. Ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ïðèíèìàåò âèä

x1(t) = C1e
p1t + C2e

p2t.

• Îáà êîðíÿ äåéñòâèòåëüíû è ñîâïàäàþò, p1 = p2. Ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ïðèíèìàåò âèä

x1(t) = C1e
p1t (1 + C2t) .

1



• Êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå êîðíè, p1,2 = α± βi

x1(t) = C1e
αt sin(βt+ φ).

Êîýôôèöèåíòû C1, C2 ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Òîãäà ïî ïîëó÷åííûì
ðåøåíèÿì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü âû÷èñëåí íàáîð èç N çíà÷åíèé xi =[
x1(ti) x2(ti)

]
â ìîìåíòû âðåìåíè ti, i = 1, . . . , N . Ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê, íàíåñåííîå íà

ôàçîâóþ ïëîñêîñòü (y, ẏ), îáðàçóåò ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ ñèñòåìû äëÿ çàäàííûõ íà÷àëüíûõ
óñëîâèé, à ìíîæåñòâî ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ñ ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè îáðàçóþò
ôàçîâûé ïîðòðåò.
Â çàâèñèìîñòè îò êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ôàçîâûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû

â îêðåñòíîñòè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ ìîãóò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íóþ ôîðìó, îáóñëîâëåííóþ òèïîì
òî÷êè ðàâíîâåñèÿ. Âûäåëÿþò ñëåäóþùèå òèïû òî÷åê ðàâíîâåñèÿ:

• Óçåë - îáà êîðíÿ äåéñòâèòåëüíûå è ñîâïàäàþò ïî çíàêó. Ìîæåò áûòü óñòîé÷èâûì èëè
íåóñòîé÷èâûì.

• Ñåäëî - îáà êîðíÿ äåéñòâèòåëüíûå è ðàçëè÷àþòñÿ ïî çíàêó.

• Ôîêóñ - êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå êîðíè ñ íåíóëåâîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ. Ìîæåò
áûòü óñòîé÷èâûì èëè íåóñòîé÷èâûì.

• Öåíòð - ÷èñòî ìíèìûå êîðíè.

2 Çàäàíèå

Äëÿ çàäàííîé ñèñòåìû òðåáóåòñÿ

1. Çàïèñàòü ìîäåëü ñèñòåìû â ôîðìå (1) èëè (2). Îïðåäåëèòü êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ.

2. Çàïèñàòü ðåøåíèå ñèñòåìû êàê ôóíêöèþ âðåìåíè, x1(t) è x2(t), îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû
ðåøåíèé èñõîäÿ èç çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

3. Äëÿ íàáîðà èç íå ìåíåå 5 çíà÷åíèé âðåìåíè ti âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ x1(ti) è x2(ti).

4. Ñ ïîìîùüþ ïðîãðàìì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîñòðîèòü ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ
ñèñòåìû. Íàíåñòè íà ïîëó÷åííóþ òðàåêòîðèþ ïîëó÷åííûå â ïóíêòå 3 çíà÷åíèÿ.

5. Óêàçàòü òèï òî÷êè ðàâíîâåñèÿ ïîëó÷åííîé ôàçîâîé òðàåêòîðèè.

3 Âîïðîñû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ïîäãîòîâêè

Îñíîâíûå:

1. ×òî òàêîå òî÷êà ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû? Êàê îïðåäåëèòü òî÷êó ðàâíîâåñèÿ ïî çàäàííîé
ìîäåëè â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé?

2. ×òî òàêîå ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ è ôàçîâûé ïîðòðåò?

3. Ñêîëüêî åñòü òèïîâ òî÷åê ðàâíîâåñèÿ? Íàçîâèòå.
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4. Êàê îïðåäåëèòü íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèè?

5. Êàê èçìåíèòñÿ òèï òî÷êè ðàâíîâåñèÿ ïðè èçìåíåíèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé?

Äîïîëíèòåëüíûå:

6. Ñêîëüêî ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ìîæåò èìåòü ëèíåéíàÿ ñèñòåìà?

7. Êàê âûãëÿäèò ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ëèíéåíîé ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ íóëåâûìè
êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ? Ñ îäíèì íóëåâûì êîðíåì?

8. Êàê èçìåíÿåòñÿ òèï ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû?
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