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1 Îáùèå ñâåäåíèÿ

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå
y = x1θ1 + x2θ2 + . . .+ xnθn + v

=
n∑
i=1

xiθi + v = x>θ + v,
(1)

ãäå x = col{xi} è y � íåêîòîðûå èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû, θ = col{θi} � âåêòîð íåèçâåñòíûõ
ïàðàìåòðîâ, v � àääèòèâíàÿ ïîìåõà, èìåþùàÿ, ÷àùå âñåãî, ñìûñë øóìîâ èçìåðåíèÿ. Áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî v ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé âåëè÷èíîé ñ íóëåâûì
ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì. Âûðàæåíèå (1) íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ ëèíåéíîé ðåãðåññèè (ëè-
íåéíîé â òîì ñìûñëå, ÷òî íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû âõîäÿò ëèíåéíî), ïðè ýòîì âåêòîð x íà-
çûâàåòñÿ ðåãðåññîðîì. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïî íàáîðó èç N èçìåðåíèé y(k) è x(k), k = 1, . . . , N
ñôîðìèðîâàòü îöåíêó íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ θ̂.
Äëÿ êàæäîé îöåíêè ïàðàìåòðîâ θ̂ ìîæíî ñôîðìèðîâàòü íàáîð îöåíîê ŷ(k) = x>(k)θ̂ è

ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð îøèáîê îöåíèâàíèÿ ỹ(k) = e(k) = y(k) − ŷ(k). Ñôîðìèðîâàâ ïîë-
íûé âåêòîð îøèáîê îöåíèâàíèÿ e = col{e(k)}, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé êðèòåðèé êà÷åñòâà
îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ:

J(θ̂) = ‖e‖22 = e>e =
N∑
k=1

(
y(k)− x>(k)θ̂

)2
. (2)

Êðèòåðèé (2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó êâàäðàòîâ îøèáîê îöåíèâàíèÿ, à ìåòîä, ïîçâîëÿ-
þùèé ïîëó÷èòü îöåíêó

θ̂LSQ = arg min
θ̂
J(θ̂),

ìèíèìèçèðóþùóþ ýòîò êðèòåðèé, íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
Â ñëó÷àå ìîäåëè ëèíåéíîé ðåãðåññèè âèäà (1) òàêàÿ îöåíêà ìîæåò áûòü ñôîðìèðîâàíà

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì Y = col{y(k)}, Y ∈ RN , X = col{x>(k)}, X ∈ RN×n
è V = col{v(k)}, ãäå Y � âåêòîð, ñôîðìèðîâàííûé èç èçìåðåííûõ çíà÷åíèé y(k), à X �
ìàòðèöà, êàæäàÿ èç N ñòðîê êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò íàáîð èçìåðåííûõ çíà÷åíèé x>(k).
Òîãäà äëÿ íàáîðà èç N èçìåðåíèé ìîäåëü (1) ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

Y = Xθ + V,
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à îöåíêà, ìèíèìèçèðóþùàÿ êðèòåðèé (2), ìîæåò áûòü íàéäåíà êàê

θ̂LSQ =
(
XX>

)−1
X>Y. (3)

Äàííàÿ îöåíêà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà, åñëè ìàòðèöà Φ ∈ Rn×n, Φ = XX> íåâûðîæäåííàÿ,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåäîîïðåäåëåííîé.
Åñëè àïðèîðíî èçâåñòíî, ÷òî èäåíòèôèöèðóåìàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì (1),

ãäå ïîìåõà v èìååò íóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé ñî âñåìè
ýëåìåíòàìè âåêòîðà ðåãðåññîðà, ò.å. E{xiv} = E{xi}E{v} = 0 ∀i, ãäå E{·} � ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå, òî îöåíêà (3) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîé äëÿ èäåíòèôèêàöèè. Îäíàêî åñëè ìîäåëü (1)
ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ãèïîòåçîé, òî òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíî îöåíèòü, íà ñêîëüêî ýòà ãèïîòåçà
îïðàâäàíà. Êàêèì îáðàçîì ýòî ìîæíî ñäåëàòü? Äîïóñòèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ îöåíêà âåêòîðà
ïàðàìåòðîâ ñîâïàäàåò ñ èñòèííûì çíà÷åíèåì, θ̂ = θ. Òîãäà, î÷åâèäíî, îøèáêà îöåíèâàíèÿ
ñîâïàäàåò ñ ïîìåõîé, e(k) = v(k) ∀k. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ðàññìàòðèâàòü îøèáêó îöåíèâà-
íèÿ êàê ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, îíà òàê æå äîëæíà èìåòü íóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
è áûòü ñòàöèîíàðíîé (èìåòü ïîñòîÿííûå âî âðåìåíè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåð-
ñèþ). Åñëè îäíî èç ýòèõ òðåáîâàíèé íàðóøàåòñÿ, òî ëèáî èñõîäíàÿ ãèïîòåçà î ëèíåéíîé
ðåãðåññèè íåâåðíà, ëèáî ñèãíàë v èìååò íåíóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå èëè êîððåëè-
ðóåò ñ îäíèì èç ðåãðåññîðîâ xi. Â ñëó÷àå íåíóëåâîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ èñõîäíàÿ
ìîäåëü ìîæåò áûòü äîïîëíåíà ðåãðåññîðîì âèäà 1(k), â ñëó÷àå æå âçàèìíîé êîððåëÿöèè
ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ áîëåå ñëîæíûå ìåòîäû îöåíèâàíèÿ, íàïðèìåð, ìåòîä èíñòðóìåíòàëü-
íîé ïåðåìåííîé.

2 Çàäàíèå

Â ôàéëå ident_lab1_vXX.mat, ãäå XX � íîìåð âàðèàíòà, ñîäåðæàòñÿ èñõîäíûå äàííûå ê
ðàáîòå, à èìåííî ïåðåìåííûå zad11, zad12, zad21, zad22, zad31 è zad32.

2.1 Çàäàíèå 1

Ïåðåìåííûå zad11 è zad12 ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðàìè ñ ïîëÿìè âèäà zad11.y, zad11.x1, zad11.x2
è zad11.x3. Ýòè ïîëÿ ñîäåðæàò âåêòîðà (ìàññèâû) èçìåðåíèé ôóíêöèé y(t), x1(t), x2(t) è
x3(t), ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíîé ðåãðåññèè âèäà y(t) = x1(t)θ1 + x2(t)θ2 + x3(t)θ3 + v(t),
ãäå θ1, θ2 è θ3 � íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû, à v(t) � øóì èçìåðåíèé. Òðåáóåòñÿ ïî èìåþùèìñÿ
èçìåðåíèÿì äëÿ zad11 è zad12:

1. îöåíèòü çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ;

2. ïîñòðîèòü ãðàôèêè èñõîäíîãî ñèãíàëà y(t) è ïîëó÷åííîé îöåíêè ŷ(t);

3. ïîñòðîèòü ãðàôèê îøèáêè îöåíèâàíèÿ;

4. ñäåëàòü âûâîäû î äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

2.2 Çàäàíèå 2

Ïðè èäåíòèôèêàöèè ìîäåëè õèìè÷åñêîãî ðåàêòîðà áûëà ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åíà ñòàòè-
÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ïðîòåêàíèÿ ðåàêöèè V [ñ−1] îò òåìïåðàòóðû ðåàãåíòîâ T [◦C].
Ïåðåìåííûå zad21 è zad22 ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðàìè ñ ïîëÿìè âèäà zad21.T è zad21.V, â êî-
òîðûõ ñîäåðæàòñÿ äàííûå ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ðàçëè÷íîãî îáîðóäîâàíèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ
äâå ãèïîòåçû:
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(H1) ñòàòè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ
V = bT + c;

(H2) ñòàòè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìî-
ñòüþ V = aT 2 + bT + c.

Äëÿ êàæäîãî íàáîðà äàííûõ zad21 è zad22:

1. çàïèñàòü ãèïîòåçû (H1) è (H2) â ôîðìå ëèíåéíîé ðåãðåññèè;

2. ïî äàííûì ýêñïåðèìåíòà íàéòè ïàðàìåòðû ñòàòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè äëÿ îáåèõ ãèïî-
òåç;

3. ïîñòðîèòü ãðàôèêè ýêñïåðèìåíòàëüíîé çàâèñèìîñòè è å¼ àïïðîêñèìàöèè â ðàìêàõ
îáåèõ ãèïîòåç, ïîñòðîèòü ãðàôèêè îøèáîê àïïðîêñèìàöèè;

4. ñäåëàòü âûâîäû î äîñòîâåðíîñòè êàæäîé èç ãèïîòåç.

2.3 Çàäàíèå 3

Ïåðåìåííûå zad31 è zad32 ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðàìè ñ ïîëÿìè âèäà zad31.func, zad31.x è
zad31.y. Çäåñü zad31.func ÿâëÿåòñÿ ñèìâîëüíîé çàïèñüþ íåêîòîðîé ôóíêöèè y = f(x, p1, p2),
ãäå p1, p2 � íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû, à zad31.x è zad31.y ñîäåðæàò íàáîðû îòñ÷åòîâ äëÿ
ñèãíàëîâ x è y. Äëÿ êàæäîãî íàáîðà äàííûõ zad31 è zad32:

1. çàïèñàòü ôóíêöèþ func â ôîðìå ëèíåéíîé ðåãðåññèè;

2. ïî èìåþùèìñÿ íàáîðàì äàííûõ îöåíèòü çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ p1, p2;

3. ïîñòðîèòü ãðàôèê ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ è ãðàôèê y = f(x, p1, p2) äëÿ ïîëó÷åí-
íûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ.

3 Âîïðîñû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ïîäãîòîâêè

Îñíîâíûå:

1. ×òî òàêîå îöåíêà ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ? Êàêîé êðèòåðèé îíà ìèíèìèçè-
ðóåò?

2. Êàê íàõîäèòñÿ îöåíêà ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ ìîäåëè ëèíåéíîé ðåãðåñ-
ñèè?

3. ×òî òàêîå íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû? ×åìó ðàâíî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
èõ ïðîèçâåäåíèÿ?

4. Êàêèì òðåáîâàíèÿì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ïîìåõà èçìåðåíèé v äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîñòî-
ÿòåëüíîé îöåíêè ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ ìîäåëè ëèíåéíîé ðåãðåññèè?

5. Êàê íàéòè îøèáêó îöåíèâàíèÿ? Êàê ïî íåé îöåíèòü êà÷åñòâî èäåíòèôèêàöèè?

6. Çàïèøèòå ñëåäóþùèå ôóíêöèè â ôîðìå ëèíåéíîé ðåãðåññèè: f(x) = A sin(3x + φ),

f(x) = Aeλx, f(x1, x2) = xα1x
β
2 , f(x) = x+a

x+b .

Äîïîëíèòåëüíûå:
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7. Ïóñòü y(k) = x1(k)θ1 + x2(k)θ2 + x3(k)θ3, ãäå x1(k) = 3, x2(k) = 2 + 3k, x3(k) = 7k.
Êàêèå ïàðàìåòðû ýòîé ìîäåëè ìîãóò áûòü èäåíòèôèöèðîâàíû ìåòîäîì íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ? Â êàêèõ ñëó÷àÿõ ìàòðèöà Φ = X>X ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé, êàê ýòî
ñâÿçàíî ñ ðàíãîì ìàòðèöû X è ñèãíàëàìè xi?

8. ×òî òàêîå ìàòðèöà Âàíäåðìîíäà? Êàê îíà èñïîëüçóåòñÿ â çàäà÷àõ èäåíòèôèêàöèè
ïîëèíîìîâ? Â êàêîì ñëó÷àå îíà èìååò îáðàòíóþ?

9. Ïðåäïîëîæèì, øóì èçìåðåíèé v èìååò íåíóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, E{v} 6= 0.
Êàê â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ðàñøèðèòü ìîäåëü ëèíåéíîé ðåãðåññèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïà-
ðàìåòðîâ?

10. ×åìó ðàâíî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E{θ − θ̂LSQ}? Â êàêîì ñëó÷àå îíî áóäåò íóëå-
âûì?
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