
САНКТ-ПЕТЕРБУРГСКИЙ НАЦИОНАЛЬНЫЙ ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКИЙ

УНИВЕРСИТЕТ ИНФОРМАЦИОННЫХ ТЕХНОЛОГИЙ,

МЕХАНИКИ И ОПТИКИ

На правах рукописи

Маргун Алексей Анатольевич

АДАПТИВНОЕ И РОБАСТНОЕ УПРАВЛЕНИЕ В УСЛОВИЯХ

КВАНТОВАНИЯ ВЫХОДНОГО СИГНАЛА, ВОЗМУЩЕНИЙ И

ЗАПАЗДЫВАНИЯ

Специальность 05.13.01 –

Системный анализ, управление и обработка информации

(в технических системах)

Диссертация на соискание учёной степени

кандидата технических наук

Научный руководитель:

доктор технических наук, доцент

Фуртат Игорь Борисович

Санкт-Петербург – 2017



2

ОГЛАВЛЕНИЕ

СПИСОК ОСНОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

ВВЕДЕНИЕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

Глава 1 Обзор существующих решений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.1 Обзор методов адаптивного и робастного управления с компенса-

цией возмущений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2 Обзор методов управления системами с квантованием выходного

сигнала . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

Глава 2 Управление параметрически неопределенными системами в

условиях квантования по уровню выходного сигнала и внешних воз-

мущений. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.1 Управление линейным объектом . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.1.1 Постановка задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.1.2 Синтез закона управления . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.1.3 Численный пример . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.1.4 Адаптивная настройка шага квантования параметров регу-

лятора и компенсация высокочастотных колебаний сигнала

управления . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.2 Управление линейным параметрически неопределенным объектом

в условиях запаздывания, квантования и возмущений . . . . . . . . 45

2.2.1 Постановка задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

2.2.2 Синтез закона управления . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.2.3 Численный пример . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53



3

Глава 3 Управление многосвязными параметрически неопределенны-

ми системами в условиях квантования по уровню выходного сигнала

и внешних возмущений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.1 Управление многосвязными системами . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.1.1 Постановка задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.1.2 Синтез закона управления . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.1.3 Численный пример . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

3.2 Управление многосвязными системами с запаздыванием . . . . . . 74

3.2.1 Постановка задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

3.2.2 Синтез закона управления . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

3.2.3 Численный пример . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

Глава 4 Экспериментальное исследование разработанных алгоритмов

управления . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

4.1 Математическая модель мехатронного стенда Twin Rotor MIMO

System . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

4.2 Алгоритм управления . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

4.3 Экспериментальные результаты для одноканальной системы . . . . 93

4.3.1 Режим стабилизации . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

4.3.2 Слежение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

4.4 Экспериментальные результаты для многосвязной системы . . . . . 103

4.4.1 Стабилизация . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

4.4.2 Слежение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

ЗАКЛЮЧЕНИЕ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117



4

СПИСОК ОСНОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ
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𝑝– оператор дифференцирования
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ВВЕДЕНИЕ

Развитие вычислительной техники, которое наблюдается в последние

несколько десятилетий, привело к широкому распространению цифровых изме-

рительных и вычислительных устройств и цифровых каналов передачи данных.

Их растущее применение обусловлено высокой точностью и робастностью по

отношению к шумам. Однако цифровые технологии имеют ряд особенностей

при обработке и передаче сигналов, например, запаздывание, потери информа-

ции при квантовании по времени и по уровню.

Коммуникация и управление традиционно имеют немного точек соприкос-

новения в научных исследованиях. Теория коммуникаций как правило концен-

трируется на задачах передачи информации от точки к точке, не принимая во

внимание специфику данных и их влияние, оказываемое на источник информа-

ции посредством наличия обратной связи. Теория управления фокусирует свое

внимание на задачах синтеза обратной связи с целью обеспечения заданных

свойств объекта управления и не уделяет значительного внимания канальным

ограничениям.

На практике в системах, обладающих каналами значительной емкости, име-

ет смысл для упрощения рассматривать передачу информации и управление как

две независимые задачи. Однако, в таких современных приложениях как рас-

пределенные сети датчиков, микроэлектромеханические системы, мобильная те-

лефония и промышленные распределенные системы управления данный подход

зачастую оказывается неприменим. Целью данных приложений является управ-

ление множеством динамических систем, обмен информацией с исполнитель-

ными механизмами и получение сигналов со множества датчиков посредством

одной общей цифровой сети передачи данных [1], [2]. Несмотря на большую ем-

кость канала связи, каждый элемент сети может использовать лишь некоторую

его часть. В связи с этим могут возникнуть значительные ошибки квантования,



6

отрицательно сказывающиеся на качестве функционирования системы управле-

ния [3], [4].

Канальная среда может оказывать значительное влияние на качество функ-

ционирования системы. Квантование сигналов по уровню вызывается особен-

ностями цифровой реализации систем управления или дискретной природой из-

мерительных устройств. Ограниченность быстродействия элементов системы,

пропускной способности каналов связи и скорости передачи данных приводит к

возникновению запаздывания.

Решением совокупности вышеуказанных проблем могут быть адаптивные и

робастные законы управления, эффективно функционирующие в условиях за-

паздывания, параметрической неопределенности и внешних возмущающих воз-

действий. Однако данные подходы редко рассматриваются в совокупности с

проблемой квантования по уровню выходного сигнала. Также стоит отметить,

что большинство адаптивных и робастных методов управления обладают зна-

чительной вычислительной сложностью и требуют трудоемкой настройки, что

препятствует их применению на практике.

В диссертационной работе рассматривается применение робастного метода

"последовательный компенсатор"и его адаптивные модификации для управле-

ния многосвязными (несколькими одноканальными системами с перекрестными

связями) и одноканальными параметрически неопределенными линейными си-

стемами в условиях квантования по уровню выходного сигнала, запаздывания в

канале измерения и возмущающих воздействий [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11],

[12].Выбор данного подхода обусловлен простотой его инженерной реализации

и применимостью к широкому классу неопределенных систем [13], [14], [15],

[16], [17], [18], [19], [20], [21].

Технической задачей, для которой актуальны вышеперечисленные пробле-

мы и которой посвящено диссертационное исследование, является обеспечение

движения объекта управления по заданной траектории с заданной точностью.
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Для апробации полученных результатов в качестве объекта управления был

использован двухроторный мехатронный стенд Twin Rotor MIMO System. Объ-

ект управления представляет собой двухроторную систему с перекрестными свя-

зями и двумя регулируемыми переменными: углы рысканья и тангажа, которые

должны изменяться по заданным траекториям движения [9], [16]. Входными

сигналами является напряжение, подаваемое на электродвигатели постоянно-

го тока. Управление осуществляется по сигналам рассогласования текущих уг-

лов тангажа и рысканья с желаемыми. Желаемые траектории задаются кусочно-

непрерывными функциями.

Измерение текущего положения осуществляется оптическими энкодерами,

квантующими выходной сигнал по уровню. Запаздывание возникает из-за огра-

ниченной пропускной способности канала связи и вычислительной мощности

контроллера. Возмущающие воздействия вызываются силой трения и влиянием

параметрической неопределенности.

Несмотря на большое количество работ, посвященных адаптивному и робаст-

ному управлению неопределенными системами, а также управлению в условиях

квантования сигнала и запаздывания, данные проблемы редко рассматриваются

в совокупности. В работах А.А. Бобцова [22], [19], [23] рассматривается ал-

горитм управления по выходу параметрическими неопределенными объектами.

Данный метод был распространен на случай входного запаздывания, внешних

возмущающих воздействий и многосвзяных систем. В развитие этих результатов

в работе рассматриваются новые постановки задачи, связанные с квантованием

по уровню выходного сигнала [5], [6], [7], [8], [11] и запаздыванием в канале

измерения [10], [12].

Целью диссертационной работы являетя разработка робастных и адаптивных

законов управления, обеспечивающих заданную точность функционирования в

установившемся режиме, для параметрически неопределенных объектов (мно-

госвязных и одноканальных) при наличии квантования по уровню измеряемого
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выходного сигнала, запаздывания и внешних возмущающих воздействий, а так-

же разаработка алгоритмов управления двухроторной установкой.

Для достижения поставленных целей были решены следующие задачи:

1. Разработан алгоритм управления по выходу параметрически неопределен-

ными системами в условиях квантования выходного сигнала, запаздывания

в канале измерения и внешних возмущающих воздействий. Доказана экс-

поненциальная сходимость в ограниченную область ошибки слежения при

использовании разработанного алгоритма управления.

2. Синтезирован алгоритм управления по выходу многосвязными системами

в условиях квантования выходного сигнала, параметрической неопределен-

ности и запаздывания. Для класса линейных многосвязных систем доказана

экспоненциальная сходимость в ограниченную область ошибки слежения

при использовании разработанного алгоритма управления.

3. Разработан алгоритм адаптивной настройки параметров регулятора и кван-

тователя.

4. Проведено математическое моделирование и экспериментальное исследова-

ние разработанных законов управления на двухроторной установке, демон-

стрирующее эффективность и работоспособность предложенного подхода.

Научная новизна работы заключается в следующем:

1. Доказана экспоненциальная сходимость ошибки слежения в ограниченную

область при использовании метода последовательного компенсатора для

управления параметрически неопределенными объектами в условиях кван-

тования выходного сигнала и внешних возмущений.

2. Получены ограничения на величину запаздывания в канале измерения при

которых замкнутая система сохраняет устойчивость.
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3. Для класса параметрически неопределнных многосвязных систем доказа-

на экспоненциальная сходимость ошибок слежения в ограниченную об-

ласть при использовании метода последовательного компенсатора в усло-

виях квантования выходного сигнала и внешних возмущений.

4. Получены ограничения на перекрестные связи и величину запаздывания в

канале измерения при которых замкнутая система сохраняет устойчивость.

5. Разработан алгоритм настройки параметров регулятора и квантователя,

обеспечивающий требуемую точность функционирования замкнутой систе-

мы в установившемся режиме.

В диссертационном исследовании развиваются адаптивные и робастные под-

ходы управления по выходу, определяется их применимость для систем с запаз-

дыванием в канале измерения. Показывается возможность применения данных

подходов в параметрически неопределенных системах с квантованием по уров-

ню выходного сигнала.

Предложенные алгоритмы управления и адаптивной настройки параметров

регулятора и квантователя могут быть применены в различных системах управ-

ления технологическими процессами, использующими дискретные датчики и

цифровые каналы передачи данных (например, в задачах управления положе-

нием ротора электродвигаетля, угол поворота которого измеряется оптическим

энкодером) в условиях внешних возмущающих воздействий.

Алгоритм может быть применен в системах управления электроприводом,

мобильными роботами, роботами-манипуляторами, функционирующими в усло-

виях параметрической неопределенности и внешних возмущающих воздей-

ствий.

Для решения поставленных задач был использован широкий спектр адап-

тивных и робастных методов современной теории управления. В работе был

развит подход к управлению по выходу, при котором закон управления и ал-
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горитм оценки переменных состояния строятся на основе регулятора с силь-

ной обратной связью. Алгоритмы адаптивной настройки параметров регулятора

и квнатователя основаны на интегральном подходе и применении полиномов

Харитонова. При доказательстве положений диссертации был применен метод

пространства состояний, преобразования Лапласа и аппарат функций Ляпунова.

Компьютерное моделирование разработанных подходов и алгоритмов проводи-

лось с использованием программной среды Matlab. Экспериментальная апро-

бация проводилась с использованием мехатронного стенда Twin Rotor MIMO

System.

На защиту выносятся следующие положения:

1. Алгоритм управления линейными объектами в условиях квантования вы-

ходного сигнала, параметрической неопределенности, возмущений и запаз-

дывания.

2. Алгоритм управления многосвязными системами в условиях квантования

выходных сигналов, параметрической неопределенности, возмущений и за-

паздывания.

3. Алгоритмы адаптивной настройки квантователя и регулятора, обеспечива-

ющие желаемую точность слежения в установившемся режиме.

Основные результаты диссертации докладывались на следующих конферен-

циях:

1. 25th Mediterranean Conference on Control and Automation. Тулуза.

03.07.2017–06.07.2017.

2. The 20th World Congress of the International Federation of Automatic Control.

Тулуза. 09.07.2017–14.07.2017.

3. 13th International Conference on Informatics in Control, Automation and

Robotics, Doctoral Consortium. Лиссабон. 26.07.2016–28.07.2016.
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4. 1st IFAC Conference on Modelling, Identification andControl of Nonlinear

Systems. Санкт-Петербург. 24.06.2015–26.06.2015.

5. 23nd Mediterranean Conference on Control and Automation. Торремолинос.

16.06.2015–19.06.2015.

6. 7th International Congress on Ultra Modern Telecommunications and Control

Systems and Workshops. Брно. 06.10.2015–08.10.2015.

7. 20th International Conference on Methods and Models in Automation and

Robotics. Мендзыздрое. 24.08.2015–27.08.2015.

8. 6th International Congress on Ultra Modern Telecommunications and Control

Systems and Workshops. Санкт-Петербург. 06.10.2014–08.10.2014.

9. 19th International Conference on Methods and Models in Automation and

Robotics. Мендзыздрое. 02.09.2014–05.09.2014.

Достоверность полученных результатов, представленных в диссертационной

работе, подтверждается:

1. Строгостью постановок задач и доказательств утверждений, корректным

использованием математического аппарата.

2. Представленными в диссертационной работе результатами численного мо-

делирования в программной среде MATLAB/Simulink.

3. Представленными в диссертационной работе результатами эксперименталь-

ных исследований с использованием двухроторной установки.

4. Печатными работами, а также статьями в сборниках трудов международ-

ных конференций. Среди 17 опубликованных трудов 5 работ напечатаны

в рецензируемых журналах, входящих в перечень ВАК, 11 статей опуб-

ликованы в реферируемых изданиях трудов международных конференций
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индексируемых международными базами данных Scopus и Web of Science,

одно свидетельство о государственной регистрации программы ЭВМ.

Результаты работы использовались при выполнении следующих НИОКР:

1. Программа повышения конкурентоспособности НИУ ИТМО, субсидия 074-

U01 «Нелинейное и адаптивное управление сложными системами».

2. 220 Постановление Правительства Российской Федерации, проект №

14Z50.31.0031 «Робастные и адаптивные системы управления, коммуника-

ции и вычисления».

3. грант Президента Российской Федерации "Разработка и исследование тео-

ретических основ и программного обеспечения для управления мультиа-

гентными системами с целью повышения надежности и энергоэффективно-

сти электроэнергетических сетей проект № МД-6325.2016.8.

4. грант Президента Российской Федерации "Методы адаптивного и робаст-

ного управления нелинейными неопределенными динамическими система-

ми в условиях возмущающих воздействий, запаздывания и нестационарной

окружающей среды № НШ-9281.2016.8.

5. грант правительства Санкт-Петербурга "Адаптивная система управления

роботами-манипуляторами".
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Глава 1

Обзор существующих решений

1.1 Обзор методов адаптивного и робастного управления с компенсацией

возмущений

Развитие современной техники и применение автоматики во всех сферах

жизнедеятельности человека предъявляет повышенные требования к качеству

систем автоматического управления. Практическая реализация законов управ-

ления требует обеспечения устойчивости и желаемых характеристик замкнутой

системы в условиях параметрической неопределенности, шумов, неучтенной ди-

намики и внешних возмущающих воздействий [24], [25]. Для решения данной

задачи эффективными являются робастные и адаптивные подходы.

Ряд подходов основан на оценке параметров с целью настройки регуляторов,

что предполагает достаточно медленное изменение параметров системы. Дан-

ные подходы используют переменные коэффициенты усиления [26], [27].

Одним из наиболее известных подходов адаптивного управления является

метод встроенной модели, описанный в [28], [29], [30] и др. Сущность данно-

го метода состоит в приведении динамики реальной модели объекта (выхода и

переменных состояния)

⎧⎨⎩ 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡),
(1.1)

к динамике некоторого номинального объекта

⎧⎨⎩ 𝑥̇𝑚(𝑡) = 𝐴𝑚𝑥𝑚(𝑡) +𝐵𝑚𝑢𝑚(𝑡),

𝑦𝑚(𝑡) = 𝐶𝑚𝑥𝑚(𝑡),
(1.2)

для чего в цепи обратной связи строится регулятор по состоянию с адаптивной

настройкой коэффициентов по рассогласованию 𝑒𝑦(𝑡) = 𝑦𝑚(𝑡)− 𝑦(𝑡)
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𝐾̇𝑥(𝑡) = 𝑒𝑦(𝑡)𝑥
𝑇
𝑚(𝑡)Γ𝑥, (1.3)

где Γ𝑥 – матрица отвечающая за скорость адаптации. Структурная схема данного

подхода приведена на рисунке 1.1. Для улучшения качества функционирования,

как правило, в контур управления вводится адаптивная прямая связь

𝐾̇𝑢(𝑡) = 𝑒𝑦(𝑡)𝑢
𝑇
𝑚(𝑡)Γ𝑢. (1.4)

Рисунок 1.1 – Структурная схема системы управления со встроенной моделью

Результирующий закон управления имеет вид

𝑢(𝑡) = 𝐾𝑥(𝑡)𝑥𝑚(𝑡) +𝐾𝑢(𝑡)𝑢𝑚(𝑡). (1.5)

В рассмотренную базовую модель могут быть добавлены различные наблю-

датели и др. Анализ устойчивости замкнутой системы, как правило, проводится

с использоованием аппарата функций Ляпунова.

Однако данный подход не получил широкого распространения на практике.

Это связано прежде всего с тем, что реальные объекты имеют порядок значи-

тельно выше номинальных моделей. Поэтому данный подход применим только

в случае достаточно малой неучтенной динамики. Также для адаптации коэф-

фициентов необходимо выполнение условие незатухающего возбуждения. Более

того, даже при выполнении данных условий устойчивость адаптивного зако-

на управления может быть доказана только для строго пассивных систем, т.е.
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для линейных инвариантных по времени систем, передаточная функция кото-

рых строго положительна и вещественна.

Свойство пассивности применительно к динамическим системам было рас-

смотрено в [31], в условиях канальных ограничений в [32], [33], [34], [35], [36].

Позже это условие было смягчено. Для обеспечения устойчивости системы

необходимо существование таких постоянных коэффициентов обратной связи

𝐾̃𝑒, чтобы матрица

𝐴𝐾 = 𝐴−𝐵𝐾̃𝑒𝐶 (1.6)

удовлетворяла условию пассивности. Такие системы называют пассифицируе-

мыми [37], [38]. Также было доказано, что пассифицируемыми являются все

линейные стационарные минимально-фазовые системы, для которых произве-

дение матриц 𝐶𝐵 – положительно определенная симметричная матрица [39].

Также было доказано, что при единичной относительной степени передаточной

функции объекта управления при достаточно большом коэффициенте усиления

в канале обратной связи система будет сохранять свою устойчивость. Данный

результат был расширен на объекты с произвольной относительной степенью

в [40], [22] и на класс многосвязных систем в [41], [42]. Подход [39] был развит

на класс нелинейных систем с запаздыванием в работах [43], [44], [45], [46], [47],

[48]. Данная стратегия получила название "простое адаптивное управление по-

скольку не требует оценки параметров объекта управления и возмущающего

воздействия. Данный подход был исследован взадачах управления системами с

квантованием выходного сигнала в работах [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12] и

применен для управления различными системами [13], [14], [15], [16], [17], [18],

[19], [20], [21].

Другой подход адаптивного управления основан на оценке внешних возму-

щений и параметрических возмущений системы. В случае измеримого сигнала

возмущения его действие легко компенсировать введением прямой связи. При
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неизмеряемом сигнале возмущения очевидным путем решения является постро-

ение наблюдателя, оценивающего сигнал возмущения по измеряемым перемен-

ным состояния объекта управления. Данный подход может быть распространен

на параметрическую неопределенность и неучтенную динамику, которые могут

рассматриваться в качестве возмущающего воздействия. Следовательно, неопре-

деленность системы может быть парирована, что улучшит робастные свойства

объекта управления, см., например, [49], [50]. Несмотря на большое количе-

ство независимых результатов в данной области, все они основаны на общей

идее: построение устройства наблюдения возмущающего воздействия с целью

его дальнейшей компенсации. При этом компенсация возмущений может быть

реализована с использованием классических подходов синтеза обратной связи.

Однако при синтезе регулятора необходимо выполнение целого ряда требований

(порой взаимоисключающих), например, устойчивость, реализуемость, точность

регулирования, перерегулирование, время переходного процесса, робастность и

т.д.

Принципиальная схема данных подходов изображена на рисунке 1.2, где 𝐺(𝑠)

представляет объект управления, 𝐺𝑛(𝑠) – номинальная модель объекта управле-

ния, 𝑄(𝑠) – устойчивый фильтр, 𝑐 – выход регулятора по обратной связи, 𝑦 –

выход объекта управления, 𝑦𝑟 – задающий сигнал, 𝑦 – измеряемый выход, 𝑛 –

шум измерений, 𝑑 – внешнее возмущение, 𝑑𝑙 – общее возмущение, зависящее от

𝑑, 𝑛 и параметрических неопределенностей, 𝑑𝑙 – оценка возмущения 𝑑𝑙.

Рисунок 1.2 – Структурная схема системы управления с наблюдателем

возмущений
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Из рисунка 1.2 видно, что в случае отсутствия параметрической неопределен-

ности и внешних возмущений (т.е. номинальная модель 𝐺(𝑠)𝑛 совпадает с ре-

альной 𝐺(𝑠) контур оценки возмущений и устройство компенсации неактивны.

Таким образом, регулятор 𝐶(𝑠) разрабатывается для обеспечения устойчивости

и требуемых показателей качества, а внутренний контур (выделен на рисунке 1.2

пунктиром) разрабатывается для компенсации внешних возмущающих воздей-

ствий. Причем данные задачи решаются раздельно. В частности, для решения

данной задачи на сегодняшний день существует значительное количество под-

ходов к синтезу наблюдателей возмущения [51], [52], [53], [54], [55], [56], [57].

Для класса линейных систем в [58] предложен частотный метод синтеза на-

блюдателя. Оценка возмущения имеет вид:

𝑑𝑙(𝑠) = 𝐺𝑢𝑑(𝑠)𝑢(𝑠) +𝐺𝑦𝑑(𝑠)𝑦(𝑠).

В [58] показано, что при 𝑄(𝑗𝜔) ≈ 1 выходной сигнал имеет вид:

𝑦(𝑗𝜔) ≈ 𝐺𝑛(𝑗𝜔)𝑐(𝑗𝜔) + 𝑛(𝑗𝜔). (1.7)

В [58] также показано, что динамика системы 𝐺(𝑠) приводится к динамике

номинальной модели в отсутствии шумов в частотной области удовлетворяю-

щей условию 𝑄(𝑗𝜔) ≈ 1. Данный подход основан на выборе такого фильтра

𝑄(𝑠), чтобы его выход был как можно ближе к единице на всей частотной обла-

сти. Однако данный подход на практике неприменим из-за чувствительности к

шумам и необходимости инвертируемости номинальной модели 𝐺𝑛(𝑠). Как пра-

вило на практике 𝑄(𝑠) выбирают как низкочастотный фильтр с относительной

степенью большей, чем у объекта управления, чтобы обеспечить реализуемость

передаточной функции 𝑄(𝑠)𝐺𝑛(𝑠)
−1.

Подходы [49], [59] основаны на использовании наблюдателя расширенного

вектора состояния. В качестве примера рассмотрим систему вида:
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⎧⎨⎩ 𝑥̇𝑖 = 𝑥𝑖+1, 𝑖 = 1, ..., 𝑛− 1

𝑥̇𝑛 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛, 𝑑, 𝑡) + 𝑏𝑢.
(1.8)

Введем новый вектор состояния:

⎧⎨⎩𝑥𝑛+𝑖 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛, 𝑑, 𝑡)

𝑥̇𝑛+1 = ℎ(𝑡),
(1.9)

где

ℎ(𝑡) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛, 𝑑, 𝑡).

Наблюдатель расширенного вектора состояния и возмущения представлен в

[49] в виде

⎧⎨⎩ 𝑥̂𝑖 = 𝑥̂𝑖+1 + 𝛽𝑖(𝑦 − 𝑥̂1), 𝑖 = 1, ..., 𝑛,

𝑥̂𝑛+1 = 𝛽𝑛+1(𝑦 − 𝑥̂1),
(1.10)

Для синтеза данного наблюдателя необходима только относительная степень

объекта управления. Различные расширения рассматриваемого метода на разные

классы систем представлены в обзоре [59].

Работы [60], [61] основаны на описании возмущения в виде системы линей-

ных дифференциальных уравнений. Объект управления и возмущения описыва-

ются следующими системами уравнений:

⎧⎨⎩ 𝑥̇ = 𝐴𝑥+𝐵𝑢𝑢+𝐵𝑑𝑑,

𝑦 = 𝐶𝑥,

⎧⎨⎩ 𝜉 = 𝑊𝜉,

𝑑 = 𝑉 𝜉,
(1.11)

для оценки векторов состояния которых строятся наблюдатели вида⎧⎨⎩ ˙̂𝑥 = 𝐴𝑥̂+𝐵𝑢𝑢+ 𝐿𝑥(𝑦 − 𝑦)𝐵𝑑𝑑,

𝑦 = 𝐶𝑥̂,

⎧⎨⎩
˙̂
𝜉 = 𝑊𝜉 + 𝐿𝑑(𝑦 − 𝑦),

𝑑 = 𝑉 𝜉,
(1.12)

где 𝑥̂ - оценка вектора состояния 𝑥, 𝑑 - оценка возмущения, 𝜉 - оценка вектора

состояния.
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Для класса линейных систем также используются различные устройства

оценки возмущений и неопределенностей [57], требующее измеримости век-

тора состояния, устройства оценки эквивалентного входного возмущения [53],

обобщенный пропорционально-интегральный наблюдатель [62] и др. Для класса

нелинейных систем распространены такие подходы, как нелинейные наблюда-

тели возмущений высоких порядков [63] и расширенные наблюдатели с сильной

обратной связью [64].

1.2 Обзор методов управления системами с квантованием выходного сиг-

нала

Методы управления системами с коммуникационными ограничениями по-

дробно рассмотрены в работах [65], [66], [67]. Из данных обзорных статей мож-

но сделать вывод, что в первых работах, посвященных проблемам квантования

сигнала по уровню, устройства квантования (квантователи, кодеры и т.д.) рас-

сматривались как источник независимого случайного дискретного шума, ока-

зывающего аддитивное влияние на сигнал. Данное допущение позволяет суще-

ственно упростить исследование систем в условиях квантования сигналов, осо-

бенно в классе линейных систем [68], [69], [70], [71], [72], [73]. Для управления

подобными системами активно использовались базовые методы стохастического

управления, например, [74].

Однако, в ряде случаев данное допущение оказывается слишком грубым, на-

пример, когда шаг квантования соизмерим с отклонениями выходного сигна-

ла [72], [75], [76], [77], [78], [79].

Подобный подход применим, только если квантователь обладает достаточно

большим разрешением, а динамика разомкнутой системы неустойчива. Напри-

мер, в [75] было показано, что неустойчивый объект управления в условиях

отсутствия шумов с модулем собственных чисел менее двух может быть асимп-

тотически застабилизирован в условиях квантования состояния без эффекта па-
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мяти. Но если модуль собственных чисел превышает 2, выходной сигнал носит

случайный характер. Данный результат был получен без использования модели

белого шума и подчеркнул важность тщательного анализа процессов кодирова-

ния и квантования в обратной связи.

Исследования [80], [81], [82] базируются на минимизации ошибки, порожда-

емой квантованием в контуре управления. Как правило, эти задачи описываются

с точки зрения оптимизации интегрального показателя эффективности (функ-

ции потерь). Статья [82] посвящена синтезу оптимальной системы управления

для дискретных линейных систем с квантованным входным сигналом. Решение

данной проблемы основано на использовании стандартных методов математиче-

ского программирования.

Первые результаты, касающиеся влияния скорости передачи данных на ста-

билизируемость были получены в [83], [84]. Было показано, что выход неза-

шумленного скалярного объекта управления может быть ограничен квантован-

ным законом управления тогда и только тогда, когда возможная скорость пере-

дачи данных превышает некоторую константу. Данные результаты были пред-

посылками теоремы о скорости передачи данных. Аналогичные ограничения

были получены для асимптотической стабилизируемости незашумленных ав-

торегресионных систем со скользящим средним [85] и класса линейных си-

стем [86], [87], [88] с использованием различных методов и техник.

В работах [89] и [84] доказано, что существует критическая скорость переда-

чи данных, ниже которой не существует уровня квантования и регулятора, спо-

собного стабилизировать неустойчивый объект. Данный феномен подтверждает

значительное негативное влияние низкой скорости передачи данных на систе-

мы управления. Также стоит отметить, что квантование по уровню в системе

с дискретным временем может вызвать колебательные процессы, аналогичные

автоколебаниям в непрерывных нелинейных системах. Аналитическое опреде-

ление параметров колебаний обладает высокой вычислительной сложностью и

возможно только в ряде простейших случаев. Упростить исследование можно на
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основе приближенного численно-аналитического метода гармонической линеа-

ризации, распространенного на дискретные системы в [72], [90].

Переход от ограниченности к асимптототической устойчивости стал возмо-

жен благодаря использованию адаптивных квантователей или кодеров [91], [92],

[93], [94], [95]. В исследованиях [96], [97], [98] представлена адаптивная стра-

тегия управления зуминг-к/зуминг-от (zooming-in/zooming-out). Она основана на

динамической настройке квантователя: диапазон увеличвается при приближе-

нии состояния объекта к желаемому (фаза зуминг-к) и уменьшается при отда-

лении (фаза зуминг-от). Основная идея заключается в том, что для достижения

желаемого состояния сделать разрешение квантователя высоким вблизи желае-

мого положения и низким вдали от него. Данные подходы могут быть использо-

ваны для синтеза регуляторов, обеспечивающих требуемую скорость сходимо-

сти [99], [100].

Идея увеличения разрешения квантователя вблизи желаемого положения ис-

пользовалась и в квантователях без памяти. В [101] было показано, что если

количество уровней квантования не является ограниченным априори, то лога-

рифмический квантователь является наиболее эффективным с точки зрения до-

стижения устойчивости по отношению к квадратичной функции Ляпунова. В

работе [102] секторные ограничения были использованы для изучения систем с

логарифмическими квнатователями в терминах квадратичной устойчивости, 𝐻2

и 𝐻∞ критериев.

Проблема робастности в условиях квантования также была рассмотрена в

ряде работ. Большая их часть посвящена параметрическим неопределенностям

объекта управления [103], [10], [7], [104], [12] и эффективной скорости переда-

чи данных в канале [105]. В последних работах было показано, что для неза-

шумленных непрерывных линейных объектов управления с квантователями без

памяти на входе и выходе бинарное квантование с короткими интервалами дис-

кретизации является наиболее робастным по отношению к изменению времени

передачи пакета данных. Также отметим результаты, касающиеся устойчивости
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в условиях возмущений с известной границей [86], [106], [88]. В частности в

статье [88] представлен зуминг-регулятор, обеспечивающий устойчивость вход-

состояние (input-to-state stability) линейных систем без необходимости знания

границы возмущения.

В статьях [7], [104] рассматривается алгоритм управления, обеспечивающий

экспоненциальную сходимость ошибки слежения в ограниченную область, зави-

сящую от амплитуды возмущающего сигнала и шага квантования. В [12] данный

результат был распространен на класс многосвязных систем. В [10] были полу-

чены ограничения на запаздывание при передаче данных, при которых регулятор

сохраняет устойчивость.

Ряд описанных выше методов был расширен на класс нелинейных систем

[107], [108], [109], [110], [111], [112], [113]. В статье [106] метод зуминг при-

менен для обеспечения устойчивости по входу (ISS). В работе [109] использо-

ван аналогичный подход, но требование ISS объекта управления для достиже-

ния асимптотической устойчивости ослаблено. В [113] определены требования

к скорости передачи данных, необходимой для стабилизации нелинейной систе-

мы в соответствии с концепцией энтропии топологической обратной связи. Ста-

тья [112] расширяет метод логарифмического квантования на класс нелинейных

афинных систем. В [110] получены ограничения на скорость передачи данных

для стабилизации нелинейных систем с наличием прямой связи в структуре.

Некоторые результаты по адаптивной стабилизации неопределенных объектов

описаны в [114], [115].

Все вышеперечисленные результаты относятся к детерминированным систе-

мам. Основные результаты, касающиеся стохастических объектов управления,

описаны в работах [116], [117], [118], [119], [120], [121], [122]. В статье [116]

рассматривается управление частично наблюдаемымим линейными гаусовыми

системами с квадратичной функцией в условиях ограниченной скорости пере-

дачи данных. В исследовании показано, что если измерения пропустить через

фильтр с низкой дисперсией, а на вход квантователя подавать переменные со-
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стояния фильтра, то кодер и регулятор можно разрабатывать независимо друг от

друга. Разделение и определение эквивалентности для линейных гаусовых объ-

ектов управления более подробно рассмотрено в [121]. В статье [122] определе-

ны необходимые и достаточные условия стабилизации линейных инвариантных

по времени гаусовых систем с одним входом и одним выходом при использо-

вании квантователя с постоянным шагом и переменной длиной кода, при усло-

вии, что регулятор также инвариантен по времени. Статья [120] рассматривает

среднеквадратичную стабилизируемость линейных объектов при наличии негау-

совых шумов. Получена нижняя граница среднеквадратичного значения нормы

состояния с использованием понятия мощности дифференциальной энтропии.

В частности, данная оценка означает, что при приближении скорости передачи

данных к скорости внутренней энтропии объекта управления, средний квадрат

состояния становится сколь угодно большим, независимо от используемой схе-

мы кодирования и закона управления.

Возможность получения строгих ограничений на скорость передачи данных

основывается на использовании динамических энкодеров с бесконечной памя-

тью. Анализ становится значительно сложнее при отсутствии памяти или ее

ограничении. В данном случае может быть достигнута только практическая

устойчивость ( [123], [108]), то есть система может быть приведена в некото-

рую целевую область, но не будет асимптотически стремится к началу коорди-

нат [89], [75], [124], [125], [84]. При этом качество системы управления оце-

нивается по двум критериям, имеющим свои веса: поведение системы в уста-

новившемся режиме и качество переходных процессов [126], [127]. При этом

выбор оптимального регулятора становится достаточно сложной задачей и зави-

сит от соотношения между весами критериев. Даже в случае регуляторов при

использовании квантователей без памяти, изучаемых с [76], оценку производи-

тельности достаточно сложно получить и интерпретировать [126], [127]. Как

правило, используют три оптимальных стратегии выбора весов. Первая бази-

руется на квантователе с постоянным шагом и наиболее часто применяется в
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практических приложениях. Во второй используется логарифмический кванто-

ватель [101]. Как правило, такой подход применяют в 𝜇− и 𝐴− 𝑙𝑎𝑤 компандерах

в коммуникационных системах [128]. Третьей стратегией является использова-

ние хаотических квантователей, описанных в [124], [126], однако на практике

данный подход встречается достаточно редко.
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Глава 2

Управление параметрически неопределенными системами в условиях

квантования по уровню выходного сигнала и внешних возмущений

Данная глава посвящена развитию метода последовательного компенсатора

для робастного и адаптивного управления параметрически неопределенными

линейными системами в условиях квантования, запаздывания и внешних возму-

щающих воздействий. Вектор состояния объекта управления неизмерим. Выход

объекта управления измеряется посредством квантователя.

2.1 Управление линейным объектом

В данном разделе синтезируется алгоритм робастного управления параметри-

чески неопределенным линейным объектом [5], [11], [21]. Предложен алгоритм

адаптивной настройки регулятора и динамического квантователя [7], [8], [13],

[14], [20].

2.1.1 Постановка задачи

Рассмотрим объект управления, математическая модель которого описывает-

ся линейным дифференциальным уравнением

𝑄(𝑝)𝑦(𝑡) = 𝑅(𝑝)𝑢(𝑡) + 𝑓(𝑡), (2.1)

где 𝑄(𝑝), 𝑅(𝑝) – линейные дифференциальные операторы с неизвестными коэф-

фициентами, порядки которых равны 𝑛 и 𝑚 соответственно, 𝑦(𝑡) ∈ R – выходной

сигнал, 𝑢(𝑡) ∈ R – управляющее воздействие, 𝑓(𝑡) ∈ R – внешнее гладкое огра-

ниченное возмущающее воздействие, 𝑝 = 𝑑/𝑑𝑡 – оператор дифференцирования,

𝜌 = 𝑛−𝑚 ≥ 1 – относительная степень объекта управления.
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Задано уравнение эталонной модели

𝑄𝑚(𝑝)𝑦𝑚(𝑡) = 𝑅𝑚(𝑝)𝑟(𝑡), (2.2)

где 𝑄𝑚(𝑝), 𝑅𝑚(𝑝) – линейные дифференциальные операторы с известными ко-

эффициентами, 𝑦𝑚(𝑡) ∈ R – выходной сигнал эталонной модели, 𝑟(𝑡) ∈ R –

кусочно-непрерывное задающее воздействие, полиномы 𝑄𝑚(𝜆), 𝑅𝑚(𝜆) – гурви-

цевы, 𝜆 – комплексная переменная.

Рассмотрим случай, когда вектор состояния объекта управления (2.1) неиз-

мерим, выход объекта управления измеряется устройством – квантователем, ко-

торый преобразует сигнал 𝑦(𝑡) по следующему закону:

Рисунок 2.1 – Выходная характеристика квантователя

𝑞(𝑦) =

⎧⎨⎩ 𝑞(𝑦), |𝑦| ≤ 𝑦,

𝑦𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦), |𝑦| > 𝑦,
(2.3)

где 𝑦 > 0 – величина насыщения квантователя, 𝑞(𝑦) = 1
𝜒𝑝+1𝑞(𝑦) ) – функция

квантования 𝑞(𝑦), представленная на рисунке 1, 𝜒 > 0 - малое число. Таким

образом, в отличие от [129] в данной работе рассматривается динамический

квантователь. Данное условие понадобится в дальнейшем для синтеза системы

управления. Заметим, что при малом 𝜒 (по сравнению с шагом квантования)

формы импульсов функции 𝑞(𝑦) и 𝑞(𝑦) почти идентичны. Однако сигнал 𝑞(𝑦)

дифференцируем по времени в отличие от 𝑞(𝑦).
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Следуя [129], предположим, что существует Δ > 0 такое, что выполнено

следующее условие

|𝑞(𝑦)− 𝑦(𝑡)| ≤ Δ,

где Δ - шаг квантования.

Необходимо синтезировать систему управления, обеспечивающую выполне-

ние целевого условия

|𝑞(𝑦)− 𝑦𝑚(𝑡)| ≤ 𝛿, ∀𝑡 ≥ 𝑇, (2.4)

где 𝛿 > 0 – точность регулирования, 𝑇 > 0 – время переходного процесса.

Сформулированную задачу будем решать при выполнении следующих пред-

положений.

Предположения

П2.1.1 Неизвестные коэффициенты операторов 𝑄(𝑝), 𝑅(𝑝) принадлежат из-

вестному ограниченному множеству Ξ.

П2.1.2 Объект управления (2.1) минимально-фазовый, т.е. 𝑅(𝜆) – гурвицев

полином.

П2.1.3 Начальные условия выходного сигнала удовлетворяют неравенству

|{𝑦(0), 𝑦̇(0), ..., 𝑦𝑛−1(0)}| ≤ 𝑦.

2.1.2 Синтез закона управления

Для синтеза закона управления, обеспечивающего выполнение целевого

условия (2.4), воспользуемся методом «последовательного компенсатора» [22].

Выберем закон управления в виде

𝑢(𝑡) = −(𝛼 + 𝛽)𝐷(𝑝)𝑒(𝑡), (2.5)
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где 𝛼, 𝛽 > 0, 𝐷(𝜆) – гурвицев полином степени 𝜌 − 1, такой, что (𝑄(𝜆) +

𝛼𝑅(𝜆)𝐷(𝜆)) - гурвицев полином, 𝑒(𝑡) – оценка ошибки слежения 𝑒(𝑡) = 𝑞(𝑦(𝑡))−

𝑦𝑚(𝑡).

Принимая во внимание (2.1), (2.2) и (2.5), получим модель ошибки 𝑒(𝑡) в

виде

(𝑄(𝑝) + 𝛼𝑅(𝑝)𝐷(𝑝))𝑒(𝑡) = 𝑅(𝑝)𝐷(𝑝)((𝛼 + 𝛽)(𝑒(𝑡)− 𝑒(𝑡)) + 𝑓(𝑡)− 𝛽𝑒(𝑡))+

+𝑄(𝑝)𝑓(𝑡) +𝑄1(𝑝)(𝑞(𝑦(𝑡))− 𝑦(𝑡)) +𝑄2(𝑝)(𝑞(𝑦(𝑡))− 𝑦̇(𝑡)),
(2.6)

где 𝑓(𝑡) = −𝑄(𝑝)𝑦𝑚(𝑡)/(𝑅(𝑝)𝐷(𝑝)), 𝑄(𝑝) = 𝑄1(𝑝) + 𝑝𝑄2(𝑝), deg𝑄2(𝑝) = 𝑛 − 1,

deg𝑄1(𝑝) ≤ 𝑛− 1.

Перепишем уравнение (2.6) в форме вход-состояние-выход

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜀̇(𝑡) = 𝐴𝜀(𝑡) +𝐵(−𝛽𝑒(𝑡) + (𝛼 + 𝛽)(𝑒(𝑡)− 𝑒(𝑡))) +𝐵1𝜙(𝑡)+

+𝐵2(𝑞(𝑦(𝑡))− 𝑦(𝑡)) +𝐵3(𝑞(𝑦(𝑡))− 𝑦̇(𝑡)),

𝑒(𝑡) = 𝐿̄𝜀(𝑡),

(2.7)

где 𝜀(𝑡) ∈ R𝑛, 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑛, 𝐵1 ∈ R𝑛, 𝐵2 ∈ R𝑛, 𝐵3 ∈ R𝑛 – матрицы,

полученные при переходе от (2.6) к (2.7), 𝐿̄ = [1 0 ... 0], 𝜙(𝑡) = 𝑓(𝑡) +

𝑄(𝑝)𝑓(𝑡)/(𝑅(𝑝)𝐷(𝑝)) – ограниченная функция.

Для реализации закона управления (2.5) воспользуемся алгоритмом оценки

производных ошибки слежения:

⎧⎨⎩ 𝜉(𝑡) = 𝜎Γ𝜉(𝑡) + 𝜎𝐺𝑒(𝑡),

𝑒(𝑡) = 𝐿𝜉(𝑡),
(2.8)

где 𝜉(𝑡) ∈ R𝜌−1, Γ =

⎛⎝ 0 𝐼𝜌−2

−𝑘1 ... −𝑘𝜌−1

⎞⎠ – гурвицева матрица, 𝐺 = [0 0 𝑘1]
𝑇 ,

𝐼𝜌−2 – единичная матрица порядка 𝜌− 2, 𝐿 = [1 0 ... 0], 𝜎 > 𝛼 + 𝛽.

Введем в рассмотрение ошибку оценивания:
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𝜂(𝑡) = 𝐿𝑇𝑒(𝑡)− 𝜉(𝑡). (2.9)

Принимая во внимание (2.8), найдем производную от (2.9). В результате по-

лучим

𝜂̇(𝑡) = 𝜎Γ𝜂(𝑡) + 𝐿𝑇 𝑒̇(𝑡). (2.10)

Тогда замкнутая система будет описываться уравнениями:

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜀̇(𝑡) = 𝐴𝜀(𝑡) +𝐵(−𝛽𝑒+ (𝛼 + 𝛽)(𝑒(𝑡)− 𝑒(𝑡)) +𝐵1𝜙(𝑡)+

+𝐵2(𝑞(𝑦)− 𝑦(𝑡)) +𝐵3(𝑞(𝑦)− 𝑦̇(𝑡)),

𝜂̇(𝑡) = 𝜎Γ𝜂(𝑡) + 𝐿𝑇 𝑒̇(𝑡).

(2.11)

Сформулируем основной результат главы.

Утверждение 2.1.1 Пусть выполнены условия предположений П2.1.1 –

П2.1.3. Тогда существуют полином 𝐷(𝜆) и числа 𝛼, 𝛽 > 0, 𝜎 > 0 такие, что

система управления, состоящая из закона управления (2.5) и алгоритма (2.8)

обеспечивает выполнение целевого условия (2.4).

Доказательство Утверждения. Введем в рассмотрение функцию Ляпунова

вида

𝑉 = 𝜀𝑇 (𝑡)𝑃𝜀(𝑡) + 𝜂𝑇 (𝑡)𝐻𝜂(𝑡), (2.12)

где матрицы 𝑃 и 𝐻 являются решениями уравнений 𝐴𝑇𝑃 + 𝑃𝐴 = −𝑄1, Γ𝑇𝐻 +

𝐻Γ = −𝑄2, 𝑄1, 𝑄2 – некоторые положительно определенные симметричные

матрицы.

Продифференцировав функцию Ляпунова (2.12) вдоль траекторий (2.11), по-

лучим
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𝑉̇ = 𝜀𝑇 (𝐴𝑇𝑃 + 𝑃𝐴)𝜀+ 𝜎𝜂𝑇 (Γ𝑇𝐻 +𝐻Γ)𝜂 − 2𝛽𝜀𝑇𝑃𝐵𝑒+

+ 2(𝛼 + 𝛽)𝜀𝑇𝑃𝐵𝐿𝜂 + 2𝜀𝑇𝑃𝐵1𝜙+ 2𝜀𝑇𝑃𝐵2(𝑞 − 𝑦) + 2𝜀𝑇𝑃𝐵3(𝑞 − 𝑦̇)+

+ 2𝜀𝑇𝐴𝑇 𝐿̄𝑇𝐿𝐻𝜂 − 2𝛽𝑒𝑇𝐵𝑇 𝐿̄𝑇𝐿𝐻𝜂 + 2(𝛼 + 𝛽)𝜂𝑇𝐿𝑇𝐵𝑇 𝐿̄𝑇𝐿𝐻𝜂+

+ 2𝜂𝑇𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵1𝜙+ 2𝜂𝑇𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵2(𝑞 − 𝑦) + 2𝜂𝑇𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵3(𝑞 − 𝑦̇).

(2.13)

Оценим слагаемые в правой части (2.13) в виде

2𝜀𝑇𝑃𝐵𝐿𝜂 ≤ 𝜐𝜀𝑇𝑃𝐵𝐵𝑇𝑃𝜀+ 𝜐−1𝜂𝑇𝐿𝐿𝑇𝜂,

2𝜀𝑇𝐴𝑇 𝐿̄𝑇𝐿𝐻𝜂 ≤ 𝜐𝜀𝑇𝐴𝑇 𝐿̄𝑇𝐿𝐿𝑇 𝐿̄𝐴𝜀+ 𝜐−1𝜂𝑇𝐻𝐻𝑇𝜂,

2𝜀𝑇𝑃𝐵1𝜙 ≤ 𝛽𝜀𝑇𝑃𝐵1𝐵
𝑇
1 𝑃𝜀+ 𝛽−1𝜙𝑇𝜙,

2𝜀𝑇𝑃𝐵2(𝑞 − 𝑦) ≤ 𝛽𝜀𝑇𝑃𝐵2𝐵
𝑇
2 𝑃𝜀+ 𝛽−1(𝑞 − 𝑦)𝑇 (𝑞 − 𝑦),

2𝜀𝑇𝑃𝐵3(𝑞 − 𝑦̇) ≤ 𝛽𝜀𝑇𝑃𝐵3𝐵
𝑇
3 𝑃𝜀+ 𝛽−1(𝑞 − 𝑦̇)𝑇 (𝑞 − 𝑦̇),

2𝜂𝑇𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵1𝜙 ≤ 𝛽𝜂𝑇𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵1𝐵
𝑇
1 𝐿̄

𝑇𝐿𝐻𝜂 + 𝛽−1𝜙𝑇𝜙,

2𝜂𝑇𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵2(𝑞 − 𝑦) ≤ 𝛽𝜂𝑇𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵2𝐵
𝑇
2 𝐿̄

𝑇𝐿𝐻𝜂 + 𝛽−1(𝑞 − 𝑦)𝑇 (𝑞 − 𝑦),

2𝜂𝑇𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵2(𝑞 − 𝑦̇) ≤ 𝛽𝜂𝑇𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵3𝐵
𝑇
3 𝐿̄

𝑇𝐿𝐻𝜂 + 𝛽−1(𝑞 − 𝑦̇)𝑇 (𝑞 − 𝑦̇),

− 2𝛽𝜂𝑇𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵𝐿̄𝜀 ≤ 𝛽𝜐−1𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵𝐿̄𝐿̄𝑇𝐵𝑇 𝐿̄𝑇𝐿𝐻𝜂 + 𝛽𝜐𝜀𝑇𝜀,

(2.14)

где 𝜐 > 0 - некоторое положительное число.

Принимая во внимание неравенства (2.14), оценим (2.13) в виде

𝑉̇ ≤ 𝜀𝑇 (𝑄1 + 2𝛽𝑃𝐵𝐿̄− 𝜐(𝛼 + 𝛽)𝑃𝐵𝐵𝑇𝑃 − 𝜐𝐴𝑇 𝐿̄𝑇𝐿𝐿𝑇 𝐿̄𝐴− 𝛽𝑃𝐵1𝐵
𝑇
1 𝑃−

− 𝛽𝑃𝐵2𝐵
𝑇
2 𝑃 − 𝛽𝑃𝐵3𝐵

𝑇
3 𝑃 − 𝛽𝜐)𝜀+ 𝜂𝑇 (𝜎𝑄2 − 2(𝛼 + 𝛽)𝐿𝑇𝐵𝑇 𝐿̄𝑇𝐿𝐻−

− 𝜐−1𝐿𝐿𝑇 − 𝜐−1𝐻𝐻𝑇 − 𝛽𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵1𝐵
𝑇
1 𝐿̄

𝑇𝐿𝐻 − 𝛽𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵2𝐵
𝑇
2 𝐿̄

𝑇𝐿𝐻−

− 𝛽𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵3𝐵
𝑇
3 𝐿̄

𝑇𝐿𝐻 − 𝛽𝜐−1𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵𝐿̄𝐿̄𝑇𝐵𝑇 𝐿̄𝑇𝐿𝐻)𝜂 + 𝜃.

(2.15)

где 𝜃 = 2
𝜐𝑠𝑢𝑝𝑡(𝜙(𝑡)

2) + 2
𝜐Δ

2.

Обозначим
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𝑅1 = 𝑄1 + 2𝛽𝑃𝐵𝐿̄− 𝜐(𝛼 + 𝛽)𝑃𝐵𝐵𝑇𝑃 − 𝜐𝐴𝑇 𝐿̄𝑇𝐿𝐿𝑇 𝐿̄𝐴− 𝛽𝑃𝐵1𝐵
𝑇
1 𝑃

𝑇−

− 𝛽𝑃𝐵2𝐵
𝑇
2 𝑃

𝑇 − 𝛽𝑃𝐵3𝐵
𝑇
3 𝑃

𝑇 − 𝛽𝜐,

𝑅2 = 𝜎𝑄2 − 2(𝛼 + 𝛽)𝐿𝑇𝐵𝑇 𝐿̄𝑇𝐿𝐻 − 𝜐−1𝐿𝐿𝑇 − 𝜐−1𝐻𝐻𝑇 − 𝛽𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵1𝐵
𝑇
1 𝐿̄

𝑇𝐿𝐻−

− 𝛽𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵2𝐵
𝑇
2 𝐿̄

𝑇𝐿𝐻 − 𝛽𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵3𝐵
𝑇
3 𝐿̄

𝑇𝐿𝐻−

− 𝛽𝜐−1𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵𝐿̄𝐿̄𝑇𝐵𝑇 𝐿̄𝑇𝐿𝐻,

(2.16)

где 𝛼, 𝛽, 𝜎 выбирается таким образом, чтобы 𝑅1 > 0, 𝑅2 > 0, и перепишем

неравенство (2.15) в виде

𝑉̇ ≤ −𝜀𝑇𝑅1𝜀− 𝜂𝑇𝑅2𝜂 + 𝜃 (2.17)

Принимая во внимание (2.12), преобразуем (2.17) к форме

𝑉̇ ≤ −𝜍𝑉 + 𝜃, (2.18)

где 𝜍 = 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑅1)
𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃 )

, 𝜆𝑚𝑖𝑛(·)(𝜆𝑚𝑎𝑥(·)) – наименьшее (наибольшее) собственное число

соответствующей матрицы.

Решив неравенство (2.18) относительно переменной 𝑉 , получим

𝑉 ≤ (𝑉 (0)− 𝜃

𝜍
)𝑒−𝜍𝑡 − 𝜃

𝜍
. (2.19)

Так как 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃 )𝑒2 ≤ 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃 )𝜀
𝑇𝜀 ≤ 𝑉 , то (2.19) можно переписать как

|𝑒| ≤

√︃
1

𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃 )

[︂(︂
𝑉 (0)− 𝜃

𝜍

)︂
𝑒−𝜍𝑡 +

𝜃

𝜍

]︂
(2.20)

Таким образом, система управления (2.5), (2.8) обеспечивает выполнение

условия (2.4) в момент времени 𝑇 с точностью
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𝛿 =

√︃
1

𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃 )

[︂(︂
𝑉 (0)− 𝜃

𝜍

)︂
𝑒−𝜍𝑇 +

𝜃

𝜍

]︂
(2.21)

В установившемся режиме обеспечивается точность слежения

𝛿∞ =

√︃
1

𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃 )

𝜃

𝜍
. (2.22)

Стоит отметить, что оценка (2.20) достаточно грубая из-за используемых в

доказательстве оценок, но из (2.20) следует, что величина 𝛿 зависит от 𝜃, ко-

торая зависит от шага квантования Δ и величины возмущающего воздействия.

Причем, чем меньше Δ, тем меньше 𝛿.

2.1.3 Численный пример

Рассмотрим в качестве объекта управления двигатель постоянного тока

Mabuchi RK370CA [130]. Динамика двигателя постоянного тока описывается

системой уравнений

𝐿
𝑑𝑖

𝑑𝑡
+ 𝑖𝑅 + 𝑘𝑏𝜔 = 𝑢,

𝐽
𝑑𝜔

𝑑𝑡
= 𝑘𝑡𝑖+ 𝑇𝑑,

где 𝐿 – индуктивность обмоток ротора (Гн), 𝑖 – сила тока, протекающего через

обмотки ротора (А), 𝑅 – сопротивление обмоток ротора (Ом), 𝑘𝑏 – постоянная

противо-ЭДС, 𝜔 – угловая скорость вала двигателя (рад/с), 𝑢 – входное напря-

жение (В), 𝐽 – момент инерции вала двигателя (Н·м2), 𝑘𝑡 – постоянная момента

(Н·м/А), 𝑇𝑑 – момент, создаваемый сухим и вязким трением (Н·м).

Запишем уравнения динамики в виде:

𝑝𝜙 = 𝜔(𝑝),

𝜔(𝑝) =
1/𝑘𝑏

𝑡𝑚𝑡𝑒𝑝2 + 𝑡𝑚𝑝+ 1
𝑢(𝑠) +

(1/𝐽)𝑡𝑚(𝑡𝑒𝑝+ 1)

𝑡𝑚𝑡𝑒𝑝2 + 𝑡𝑚𝑝+ 1
𝑇𝑑(𝑝),
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где 𝜙 – угол поворота вала двигателя (град), 𝑡𝑒 = 𝐿/𝑅 – электромагнитная по-

стоянная времени, 𝑡𝑚 = 𝑅𝐽/𝑘𝑡𝑘𝑏 – электромеханическая постоянная времени.

Согласно [130] динамика двигателя описывается уравнениями

𝜙(𝑝) =
𝜔(𝑝)

𝑝
,

𝜔(𝑝) =
42, 0168

4, 97 · 10−5𝑝2 + 0, 0407𝑝+ 1
𝑢(𝑝) +

0, 0045(0, 00122𝑝+ 1)

4, 97 · 10−5𝑝2 + 0, 0407𝑝+ 1
𝑓(𝑝),

где 𝑓 = −13, 13 · 10−6𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜔)− 0, 0187𝜔̇ - сила трения (Н·м).

Измерению доступна функция

𝑞(𝜔) =

⎧⎨⎩ 𝑞(𝜙), |𝜙| ≤ 90,

90𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜙), |𝜙| > 90.

Цель управления – синтез алгоритма, который обеспечит слежение кванто-

ванного выхода двигателя за эталонным сигналом 𝑦𝑚(𝑡) = 10 + 10𝑠𝑖𝑛(0, 1𝑡).

Зададим шаг квантования 1 и 0,1 градуса, что соответствует современным

энкодерам со средней разрешающей способностью. Определим параметры регу-

лятора 𝛼 = 0, 09, 𝛽 = 0, 01, 𝐷(𝑝) = 𝑝2 + 12𝑝 + 35. Тогда закон управления (2.5)

можно переписать в виде

𝑢(𝑡) = −0, 1(𝑝2 + 12𝑝+ 35)𝑒(𝑡).

Выберем 𝜎 = 1 и 𝑘1 = 1, 𝑘2 = 15 и перепишем алгоритм (2.8) в виде

⎧⎨⎩ 𝜉1(𝑡) = 𝜉2(𝑡),

𝜉2(𝑡) = (−𝜉1(𝑡)− 15𝜉2 + 𝑒(𝑡)).

Результирующий закон управления примет вид

𝑢(𝑡) = −0, 1((−𝜉1(𝑡)− 15𝜉2(𝑡) + 𝑒(𝑡)) + 12𝜉2 + 35𝜉1).

На рисунках (2.2), (2.3) приведены выход квантователя и желаеммая траек-

тория при шагах квантования 0, 1 и 1 град, соответственно.



34

Рисунок 2.2 – Выход квантователя и желаемая траектория при шаге

квантования 0,1 град

Рисунок 2.3 – Выход квантователя и желаемая траектория при шаге

квантования 1 град

На рисунках (2.4), (2.5) приведены выход объекта управления и желаемая

траектория при шагах квантования 0, 1 и 0, 1 град, соответственно.
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Рисунок 2.4 – Выход объекта управления и желаемая траектория при шаге

квантования 0,1 град

Рисунок 2.5 – Выход объекта управления и номинального объекта при шаге

квантования 1 град

На рисунках (2.6), (2.7) приведены ошибки слежения при шагах квантования

0, 1 и 1 град, соответственно.
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Рисунок 2.6 – Ошибка слежения при шаге квантования 0,1 град

Рисунок 2.7 – Ошибка слежения при шаге квантования 1 град

Из результатов моделирования видно, что цель управления по ошибке сле-

жения выполнена с точностями 𝛿 ≈ 0, 1 и 𝛿 ≈ 1 град для шагов квантования 0,1

и 1 град, соответственно, после Т=4 с.
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2.1.4 Адаптивная настройка шага квантования параметров регулятора и

компенсация высокочастотных колебаний сигнала управления

Настройка регулятора

Утверждение 2.1.1 говорит о существовании параметров регулятора и на-

блюдателя, обеспечивающих выполнение целевого условия. Однако из доказа-

тельства видно, что аналитический поиск параметров требует решения значи-

тельного количества матричных неравенств. В связи с этим предложен способ

адаптивной настройки коэффициентов регулятора.

Увеличение коэффициентов регулятора ведет к повышению устойчивости си-

стемы и снижению ошибки слежения. Однако из доказательства следует, что с

некоторого момента (когда ошибка слежения близка к шагу квантования) даль-

нейшее увеличение коэффициентов не приводит к существенному снижению

ошибки слежения.

В [22] предложен адаптивный алгоритм настройки коэффициентов регулято-

ра вида

𝑘 =

∫︁ 𝑡

0

𝜒(𝑠)𝑑𝑠

𝜒(𝑡) =

⎧⎨⎩ 0, |𝑒| < 𝜔,

𝜒0, |𝑒| > 𝜔,

𝜎 = 𝜎0𝑘
2,

(2.23)

где 𝑘 = 𝛼+𝛽, 𝜒0 – задаваемое разработчиком положительное число, регулирую-

щее скорость адаптации. Однако в предложенном алгоритме нет рекомендаций

по выбору начальных значений коэффициентов, а чем ближе к желаемым значе-

ниям буду выбраны начальные, тем меньше будет время переходного процесса

алгоритма адаптации. Также стоит отметить, что данный алгоритм не гаранти-

рует устойчивость замкнутой системы при переходных процессах, что может не

позволить использовать его в ряде практических применений.
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Для решения данной проблемы предлагается следующий алгоритм, основан-

ный на использовании полиномов Харитонова [131]:

Шаг 1. Используя замкнутое множество возможных значений параметров

объекта управления составим полиномы Харитонова для разомкнутой системы:

𝑃1 = 𝑞0 + 𝑞1𝑠+ 𝑞2𝑠
2 + 𝑞3𝑠

3 + . . . ,

𝑃2 = 𝑞0 + 𝑞1𝑠+ 𝑞2𝑠
2 + 𝑞3𝑠

3 + . . . ,

𝑃3 = 𝑞0 + 𝑞1𝑠+ 𝑞2𝑠
2 + 𝑞3𝑠

3 + . . . ,

𝑃4 = 𝑞0 + 𝑞1𝑠+ 𝑞2𝑠
2 + 𝑞3𝑠

3 + . . . ,

(2.24)

где верхнее и нижнее подчеркивание означает верхнюю и нижнюю границы

параметра соответственно.

Шаг 2. Воспользуемся алгоритмом (2.23) с нулевыми начальными значения-

ми коэффициентов регулятора для систем, характеристические полиномы кото-

рых соответствуют полиномам Харитонова:

𝑘𝑖 =

∫︁ 𝑡

0

𝜒𝑖(𝑠)𝑑𝑠,

𝜒𝑖(𝑡) =

⎧⎨⎩ 0, |𝑒| < 𝜔,

𝜒0𝑖, |𝑒| > 𝜔,

𝑘 = 𝛼𝑖 + 𝛽𝑖,

𝜎𝑖 = 𝜎0𝑖𝑘
2
𝑖 ,

𝑖 = 1, 4.

(2.25)

Шаг 3. Выберем максимальные значения параметров регулятора из преды-

дущего шага в качестве начальных условий алгоритма адаптации, который в

данном случае примет вид:
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𝑘 = 𝑚𝑎𝑥(𝑘𝑖) +

∫︁ 𝑡

0

𝜒(𝑠)𝑑𝑠,

𝜒(𝑡) =

⎧⎨⎩ 0, 𝑒 < 𝜔,

𝜒0, 𝑒 > 𝜔,

𝑘 = 𝛼 + 𝛽,

𝜎 = 𝜎0𝑘
2.

(2.26)

Характеристический полином замкнутой системы имеет вид 𝑄(𝜆) + (𝛼 +

𝛽)𝑅(𝜆)𝐷(𝜆), где первый член является негурвицевым полиномом, второй - гур-

вицев полином. Таким образом, увеличение коэффициентов регулятора подавля-

ет неустойчивую составляющую замкнутой системы. Поэтому выбор достаточно

больших параметров регулятора обеспечивает устойчивость как полиномов Ха-

ритонова в замкнутой системе, так и объектов управления.

Настройка квантователя.

Для обеспечения желаемой точности управления и снижения объема пере-

даваемой информации в системе можно использовать адаптивнй динамический

квантователь [91], [92], [93], [94], [95]. Рассмотрим квантователь, который пре-

образует сигнал по закону:

𝑞(𝑦) = 𝜇𝑞

(︂
𝑦

𝜇

)︂
, (2.27)

где 𝑞(𝑦) – выход квнатователя, 𝜇 – динамически изменяющийся шаг квантования.

Данный подход описан в [132] для адаптивной настройки статического кодера с

равномерным шагом дискретизации и постоянным диапазоном.

Из доказательства утверждения 2.1.1 следует, что в установившемся режи-

ме ошибка слежения не может быть меньше шага квантования. В связи с этим

начальную величину шага квантования следует выбирать равной желаемой точ-

ности:

𝜇(0) = 𝛿. (2.28)
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Если замкнутая система с выбранным шагом управления не удовлетворяет

цели управления, то необходимо адаптивно снижать шаг квантования, причем

для получения желаемой точности при достаточно большом шаге квантования

скорость снижения шага квантования должна уменьшаться в процессе адапта-

ции. Для решения данной задачи предлагается следующий алгоритм адаптации:

𝜇 = 𝛿𝑒−
∫︀ 𝑡
0
𝜅(𝑠,𝑒)𝑑𝑠,

𝜅(𝑠, 𝑒) =

⎧⎨⎩ 0, 𝑒 ≤ 𝛿,

𝜅0, 𝑒 > 𝛿,

(2.29)

где 𝜅0 - выбираемое разработчиком положительное число, регулирующее ско-

рость адаптации.

Стоит отметить, что вышеказанные алгоритмы адаптивной настройки стоит

запускать не с момента начала работы системы, а после времени, необходимого

для переходных процессов. Оценить это время можно по переходным процессам

замкнутых систем с полиномами Харитонова.

Пример использования адаптивных алгоритмов настройки

В качестве объекта управления выберем модель двигателя постоянного тока,

рассмотренную выше. Необходимо синтезировать систему управления, обеспе-

чивающую слежение за эталонным сигналом с точностью 𝛿 = 1 град. Эталонный

сигнал имеет вид 𝑦𝑚(𝑡) = 10.

Допустим возможность отклонения параметров от их номинальных значений

на 50%. Полиномы Харитонова для данной системы примут вид:

𝑃1 = 7, 455 · 10−5𝑝3 + 0, 0611𝑝2 + 0.5𝑝,

𝑃2 = 7, 455 · 10−5𝑝3 + 0, 0204𝑝2 + 0, 5𝑝,

𝑃3 = 2, 485 · 10−5𝑝3 + 0, 0204𝑝2 + 1, 5𝑝,

𝑃4 = 2, 485 · 10−5𝑝3 + 0, 0611𝑝2 + 1, 5𝑝.
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Параметры алгоритма настройки заданы следующим образом: 𝜒0 = 0.05,

𝜎0 = 2, 𝜅0 = 0.01.

После настройки коэффициентов регулятора на системах, построенных с ис-

пользованием полиномов Харитонова, были получены следующие начальные

значения коэффициентов регулятора: 𝑘(0) = 0.7755, 𝜎(0) = 1, 551.

На рисунках 2.8 и 2.9 изображены выходные сигналы квантователя и объекта

управления соответственно.

Рисунок 2.8 – Выход квантователя и желаемая траектория
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Рисунок 2.9 – Выход объекта управления и желаемая траектория

На рисунках 2.10 и 2.11 изображены переходные процессы настройки регу-

лятора и шага квантования.

Рисунок 2.10 – Коэффициенты регулятора
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Рисунок 2.11 – Шаг квантования

На рисунке 2.12 изображена ошибка слежения.

Рисунок 2.12 – Ошибка слежения

Из результатов моделирования следует, что предложенный алгоритм адап-

тивной настройки параметров регулятора и квантователя обеспечивает слеже-

ние выходного сигнала объекта управления за желаемой траекторией с заданной

точностью.
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Как видно из результатов компьютерного моделирования, наличие квантова-

теля в контуре замкнутой системы может вызывать высокочастотные колебания

выходного сигнала и, как следствие, сигнала управления, вырабатываемого ре-

гулятором сигнала управления. На практике, данное явление нежелательно, так

как может приводить к значительным вибрациям и быстрому износу органов

управления.

Для компенсации высокочастотных колебаний необходимо сгладить колеба-

ния управляющего сигнала. Решить данную задачу можно внедрением линейно-

го фильтра в закон управления 2.5. Тогда закон управления 2.5 примет вид:

𝑢𝑓(𝑡) = − 1

(𝑇1𝑝+ 1)(𝑇2𝑝+ 1)...(𝑇𝑖𝑝+ 1)
(𝛼 + 𝛽)𝐷𝑓(𝑝)𝑒𝑓(𝑡),

где 𝑖 - порядок линейного фильтра.

Будем рассматривать фильтр как элемент объекта управления. В этом случае

относительная степень агрегированной системы, состоящей из объекта управле-

ния и фильтра, будет равна 𝜌𝑓 = 𝑛−𝑚 + 𝑖. Полином 𝐷(𝜆) будет иметь степень

𝜌𝑓 − 1. Также размерность наблюдателя увеличится на 𝑖.

2.2 Управление линейным параметрически неопределенным объектом в

условиях запаздывания, квантования и возмущений

В данном разделе рассматриваются алгоритмы робастного управления пара-

метрически неопределенным линейным объектом управления с запаздыванием

измерения выходного сигнала [10].

2.2.1 Постановка задачи

Рассмотрим объект управления 2.1 c номинальной моделью 2.2

Вектор состояния объекта управления неизмерим. Выходной сигнал объекта

управления измеряется квантователем [129] с запаздыванием, который преобра-

зует сигнал управления по закону
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𝑞(𝑦(𝑡)) =

⎧⎨⎩ 𝑞(𝑦(𝑡− 𝜏)), |𝑦(𝑡− 𝜏)| ≤ 𝑦,

𝑦𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦(𝑡− 𝜏)), |𝑦(𝑡− 𝜏)| > 𝑦,
(2.30)

где 𝑦 > 0 - насыщение квантователя, 𝜏 – ограниченное неизвестное запазды-

вание, 𝑞(𝑦) = 1
𝜒𝑝+1𝑞(𝑦), 𝑞(𝑦) – функция квантования, изображенная на рисунке

2.1. Следует отметить, что сигналы 𝑞(𝑦) и 𝑞(𝑦) практически сопадают при выбо-

ре достаточно малого 𝜒, по сравнению с шагом квантования, но 𝑞(𝑦) в отличие

от 𝑞(𝑦) дифференцируем. Наличие запаздывания может быть интерпретирова-

но как время, необходимое квантователю для обработки сигнала. На практи-

ке данный класс объектов управления встечается при использовании аналого-

цифровых преобразователей.

Предположим, что квантователь и объект управления удовлетворяют услови-

ям П.2.1.1-П.3.1.3.

Необходимо синтезировать систему управления, обеспечивающую выполне-

ние целевого условия (2.4).

2.2.2 Синтез закона управления

Для синтеза закона управления, обеспечивающего выполнение целевого

условия (2.4), воспользуемся методом (2.5).

Замкнутая система имеет вид:

𝑄(𝑝)𝑦(𝑡) = −(𝛼 + 𝛽)𝑅(𝑝)𝐷(𝑝)𝑒(𝑡) + 𝑓(𝑡), (2.31)

Принимая во внимание 𝑦(𝑡) = 𝑒(𝑡) + 𝑦𝑚(𝑡) − (𝑞(𝑡) − 𝑦(𝑡)) получим модель

ошибки

(𝑄+ 𝛼𝑅𝐷)𝑒(𝑡) = 𝑅𝐷((𝛼 + 𝛽)(𝑒(𝑡)− 𝑒(𝑡))− 𝛽𝑒(𝑡)) + 𝑓(𝑡)

+𝑄1(𝑞(𝑡)− 𝑦(𝑡)) +𝑄2(𝑞(𝑡)− 𝑦̇(𝑡)),
(2.32)
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где 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) − 𝑄(𝑝)
𝑅(𝑝)𝐷(𝑝)𝑦𝑚(𝑡), 𝑄(𝑝) = 𝑄1(𝑝) + 𝑝𝑄2(𝑝), deg𝑄2(𝑝) = 𝑛 − 1,

deg𝑄1(𝑝) < 𝑛− 1.

Перепишем систему (2.32) в форме вход-состояние-выход

𝜀̇(𝑡) = 𝐴𝜀(𝑡) +𝐵(−𝛽𝑒(𝑡) + (𝛼 + 𝛽)(𝑒(𝑡)− 𝑒(𝑡)))+

𝐵1(𝑞(𝑡)− 𝑦(𝑡)) +𝐵2(𝑞(𝑡)− 𝑦̇(𝑡)) +𝐵3𝑓(𝑡),
(2.33)

где 𝜀(𝑡) ∈ R𝑛 – вектор состояния модели ошибки, 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑛, 𝐵1 ∈ R𝑛,

𝐵2 ∈ R𝑛, 𝐵3 ∈ R𝑛, – матрицы, полученные при переходе от (2.32) к (2.33).

Для реализации объекта управления (2.5) воспользуемся алгоритмом оценки

(2.8)

⎧⎨⎩ 𝜉(𝑡) = 𝜎𝐻𝜉(𝑡) + 𝜎𝐺𝑒(𝑡),

𝑒(𝑡) = 𝐿𝜉(𝑡),
(2.34)

где 𝜉(𝑡) ∈ R𝜌−1 – вектор состояния наблюдателя, Γ =

⎛⎝ 0 𝐼𝜌−2

−𝑘1 ... −𝑘𝜌−1

⎞⎠ – гур-

вицева матрица, 𝐺 = [0 ... 0 𝑘]𝑇 , 𝐼𝜌−2 - единичная матрица размерности

𝜌 − 2, 𝑘𝑖, 𝑖 = 1, 𝜌− 1 – положительные числа, 𝐿 = [1 0 ... 0], 𝜎 > 𝛼 + 𝛽,

𝑒 = 𝑞(𝑡− 𝜏)− 𝑦𝑚(𝑡) – ошибка слежения, измеряемая квантователем.

Рассмотрим ошибку наблюдения:

𝜂(𝑡) = 𝐿̄𝑇𝑒(𝑡)− 𝜉(𝑡), (2.35)

где 𝐿̄ = [1 0 ... 0].

Вычислим производную ошибки наблюдения:

𝜂̇ = 𝜎Γ𝜂(𝑡) + 𝐿𝑇 𝑒̇(𝑡). (2.36)

Замкнутая система в форме вход - состояние - выход описывается уравнени-

ями:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜀̇(𝑡) = 𝐴𝜀(𝑡) +𝐵(−𝛽𝑒(𝑡) + (𝛼 + 𝛽)(𝑒(𝑡)−

− 𝑒(𝑡))) +𝐵1(𝑞(𝑦(𝑡))− 𝑦(𝑡))+

+𝐵2(𝑞(𝑦(𝑡))− 𝑦̇(𝑡)) +𝐵3𝑓(𝑡),

𝜂̇(𝑡) = 𝜎𝐻(𝑡) + 𝐿̄𝑇 𝑒̇(𝑡),

(2.37)

Обозначим 𝑒(𝑡) = 𝑞(𝑡)− 𝑞(𝑡− 𝜏).

С учетом

𝑒(𝑡)− 𝑒(𝑡) = 𝐿̄𝐿̄𝑇𝑒(𝑡)− 𝐿̄𝜂 = 𝑞(𝑡)− 𝑞(𝑡− 𝜏) + 𝐿̄𝜂(𝑡) (2.38)

замкнутая система имеет вид

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜀̇(𝑡) = 𝐴𝜀(𝑡) +𝐵(−𝛽𝑒(𝑡) + (𝛼 + 𝛽)𝐿̄𝜂) +𝐵1(𝑞(𝑦(𝑡))− 𝑦(𝑡))+

𝐵2(𝑞(𝑦(𝑡))− 𝑦̇(𝑡)) +𝐵3𝑓(𝑡) +𝐵(𝑞(𝑡)− 𝑞(𝑡− 𝜏)),

𝜂̇(𝑡) = 𝜎𝐻(𝑡) + 𝐿̄𝑇 𝑒̇(𝑡).

(2.39)

Выразим выход квантователя c запаздыванием через выход квантователя без

запаздывания,ошибку слежения и задающее воздействие с использованием фор-

мулы Ньютона-Лейбница:

𝑞(𝑡− 𝜏) = 𝑞(𝑡)−
∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝑞(𝑠)𝑑𝑠 =

𝑞(𝑡)−
∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠−

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝑦̇𝑚(𝑠)𝑑𝑠.

Тогда замкнутая система примет вид:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝜀̇(𝑡) = 𝐴𝜀(𝑡) +𝐵(−𝛽𝑒(𝑡) + (𝛼 + 𝛽)𝐿̄𝜂) +𝐵1(𝑞(𝑦(𝑡))− 𝑦(𝑡))+

𝐵2(𝑞(𝑦(𝑡))− 𝑦̇(𝑡)) +𝐵3𝑓(𝑡)−𝐵

(︂∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠+

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝑦̇𝑚(𝑠)𝑑𝑠

)︂
,

𝜂̇(𝑡) = 𝜎𝐻(𝑡) + 𝐿̄𝑇 𝑒̇(𝑡).

(2.40)
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Для краткости записи перепишем (2.40)

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜀̇(𝑡) = 𝐹1𝜀(𝑡) + 𝐹2𝜂(𝑡) + 𝐹3

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠+ 𝜓(𝑡),

𝜂̇(𝑡) = 𝜎𝐻𝜂(𝑡) + 𝐿𝑇 𝑒̇(𝑡),

(2.41)

где 𝐹1 = 𝐴− 𝛽𝐵𝐿, 𝐹2 = (𝛼 + 𝛽)𝐵𝐿, 𝐹3 = 𝐵, 𝜓(𝑡) = 𝐵1(𝑞(𝑡)− 𝑦(𝑡)) + 𝐵2(𝑞(𝑡)−

𝑦̇(𝑡)) +𝐵3𝑓(𝑡)−𝐵
∫︀ 𝑡
𝑡−𝜏 𝑦̇𝑚(𝑠)𝑑𝑠 - ограниченная функция возмущений, зависящая

от параметров квантователя, задающего воздействия и внешних возмущений.

Сформулируем основной результат главы.

Утверждение 2.2.2 Пусть выполнены условия предположений П2.1.1 –

П2.1.3. Тогда существуют полином 𝐷(𝜆) и числа 𝛼, 𝛽, 𝜎 > 0 и 𝜏 > 𝜏 > 0 та-

кие, что система управления, состоящая из закона управления (2.5) и алгоритма

(2.8) обеспечивает выполнение целевого условия (2.4).

Проведем анализ устойчивости полученной системы. Введем в рассмотрение

функционал Ляпунова - Красовского 𝑉 = 𝑉1 + 𝑉2, где 𝑉1 - функция для части

системы, не зависящей от запаздывания, и 𝑉2 - для части системы, зависящей от

запаздывания:

𝑉1 = 𝜀𝑇 (𝑡)𝑃1𝜀(𝑡) + 𝜂(𝑡)𝑃2𝜂(𝑡),

𝑉2 =

∫︁ 0

−𝜏

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜇
𝜀̇𝑇 (𝑠)𝑁𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜇,

(2.42)

где 𝑃1 и 𝑃2 - решения уравнений Ляпунова 𝐹 𝑇
1 𝑃1+𝑃1𝐹1 = −𝑄1 и 𝐹 𝑇

2 𝑃2+𝑃2𝐹2 =

−𝑄1 соотвтетственно, 𝑄1, 𝑄2 и 𝑁 - симметричные положительно определенные

матрицы.

В случае отсутствия запаздывания и возмущающих воздействий замкнутая

система описывается системой уравнений

⎧⎨⎩ 𝜀̇(𝑡) = 𝐹1𝜀(𝑡) + 𝐹2𝜂(𝑡) + 𝜓(𝑡),

𝜂̇(𝑡) = 𝜎𝐻𝜂(𝑡) + 𝐿𝑇 𝑒̇(𝑡).
(2.43)
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Согласно [104] производная функции 𝑉1 вдоль траекторий (2.40) ограничена

неравенством

𝑉̇1(𝑡) ≤ −𝜀𝑇 (𝑡)𝑅1𝜀(𝑡)− 𝜂𝑇 (𝑡)𝑅2𝜂(𝑡) + 𝜃, (2.44)

где 𝑅1 = 𝑄1 − 2𝜐𝑃1𝐵𝐿̄ − 𝜐𝑃1𝐹2𝐹
𝑇
2 𝑃1 − 𝜐𝐹1𝐿̄

𝑇𝐿𝐿𝑇 𝐿̄𝐹1 − 𝛽𝑃1𝐵1𝐵
𝑇
1 𝑃1 −

𝛽𝑃1𝐵2𝐵
𝑇
2 𝑃1 − 𝛽𝑃1𝐵3𝐵

𝑇
3 𝑃1 − 𝛽𝜐,

𝑅2 = 𝜎𝑄2 − 2𝐿𝑇𝐹 𝑇
1 𝐿̄

𝑇𝐿𝑃2 − 1
𝜐𝐿𝐿

𝑇 − 1
𝜐𝑃2𝑃

𝑇
2 − 𝛽𝑃2𝐿

𝑇 𝐿̄𝐵1𝐵
𝑇
1 𝐿̄

𝑇𝐿𝑃2 −

𝛽𝑃2𝐿
𝑇 𝐿̄𝐵2𝐵

𝑇
2 𝐿̄

𝑇𝐿𝑃2 − 𝛽𝑃2𝐿
𝑇 𝐿̄𝐵3𝐵

𝑇
3 𝐿̄

𝑇𝐿𝑃2 − 𝛽
𝜐𝑃2𝐿

𝑇 𝐿̄𝐵𝐿̄𝐿̄𝑇𝐵𝑇 𝐿̄𝑇𝐿𝑃2,

𝜃 = 2
𝜐(sup(𝜓

2(𝑡)) + Δ2), 𝜐 - некоторое положительное число. Отметим, что

матрицы 𝑅1 и 𝑅2 являются положительно определенным благодаря выбору па-

раметров регулятора, 𝜐, 𝑄1 и 𝑄2.

Ограничим производную функционала Ляпунова-Красовского неравенством

𝑉̇ ≤ −𝜀𝑇 (𝑡)𝑅1𝜀(𝑡)− 𝜂𝑇 (𝑡)𝑅2𝜂(𝑡) + 𝜃 + 2𝜀𝑇𝑃1𝐹3

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠+

2𝜀𝑇𝑃1𝐹3𝜓 + 𝜏 𝜀̇𝑇𝑁𝜀̇−
∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇𝑇𝑁𝜀̇𝑑𝑠.

(2.45)

Используя неравенство Йенсена

−
∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇𝑇 (𝑠)𝑁𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠 ≤ −1

𝜏

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇𝑇 (𝑠)𝑑𝑠𝑁

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠 (2.46)

ограничим производную функции Ляпунова-Красовского:

𝑉̇ ≤ −𝜀𝑇 (𝑡)𝑅1𝜀(𝑡)− 𝜂𝑇 (𝑡)𝑅2𝜂(𝑡) + 𝜃 + 2𝜀𝑇𝑃1𝐹3

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠+

2𝜀𝑇𝑃1𝜓 + 𝜏(𝜀𝑇𝑁𝐹1𝜀+ 𝜂𝑇𝐹 𝑇
2 𝑁𝐹2𝜂 +

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇𝑇 (𝑠)𝑑𝑠𝐹 𝑇

3 𝑁𝐹3

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠+

𝜓𝑇𝑁𝜓 + 2𝜀𝑇𝐹 𝑇
1 𝑁𝐹2𝜂 + 2𝜂𝑇𝐹 𝑇

2 𝑁𝐹3

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠+ 2𝜓𝑇𝑁𝐹3

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠)−

1

𝜏

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇𝑇 (𝑠)𝑑𝑠𝑁

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠.

(2.47)
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Члены правой части (2.47) ограничены неравенствами

2𝜀𝑇𝑃1𝐹3

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠 ≤ 𝜐𝜀𝑇𝑃1𝐹3𝐹

𝑇
3 𝑃1𝜀+

1

𝜐

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇𝑇 (𝑠)𝑑𝑠

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠,

2𝜀𝑇𝑃1𝜓 ≤ 𝜐𝜀𝑇𝑃1𝑃1𝜀+
1

𝜐
𝜓𝑇𝜓,

2𝜀𝑇𝐹 𝑇
1 𝑁𝐹2𝜂 ≤ 𝜐𝜂𝑇𝐹 𝑇

1 𝑁𝐹2𝐹
𝑇
2 𝑁𝐹1𝜂 +

1

𝜐
𝜂𝑇𝜂,

2𝜂𝑇𝐹 𝑇
2 𝑁𝐹3

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠 ≤ 𝜐𝜂𝑇𝐹 𝑇

2 𝑁𝐹3𝐹
𝑇
3 𝑁𝐹2𝜂+

1

𝜐

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇𝑇 (𝑠)𝑑𝑠

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠,

2𝜓𝑇𝑁𝐹3

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠) ≤ 𝜐𝜓𝑇𝑁𝐹3𝐹

𝑇
3 𝑁𝜓 +

1

𝜐

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇𝑇 (𝑠)𝑑𝑠

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠.

(2.48)

В соответствии с (2.48) перепишем (2.47):

𝑉̇ ≤ 𝜀𝑇 (𝑅1 − 𝜏𝐹 𝑇
1 𝑁𝐹1 − 𝜐𝑃1(𝐹3𝐹

𝑇
3 + 𝐼)𝑃1− 𝜏𝜐𝐹 𝑇

1 𝑁(𝐹2𝐹
𝑇
2 +

𝐼)𝑁𝐹1)𝜀− 𝜂𝑇 (𝑅2 − 𝜏(𝐹 𝑇
2 𝑁𝐹2 +

1

𝜐
𝐼 + 𝜐𝐹 𝑇

1 𝑁𝐹3𝐹
𝑇
3 𝑁𝐹1+

𝜐𝐹 𝑇
2 𝑁𝑁𝐹2 + 𝜐𝐹 𝑇

2 𝑁𝐹3𝐹
𝑇
3 𝑁𝐹2))𝜂 +

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇𝑇 (𝑠)𝑑𝑠(𝜏𝐹 𝑇

3 𝑁𝐹3+

1

𝜐
𝐼 +

3𝜏

𝜐
− 𝜏

𝜐
𝑁)

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠+ 𝜃 + 𝜓𝑇 (𝜏𝑁 + 𝜏𝜐𝑁𝐹3𝐹

𝑇
3 +

1 + 2𝜏

𝜐
𝐼)𝜓.

(2.49)

Пусть 𝜏 удовлетворяет следующим условиям:

𝑅1 > 𝜏𝐹 𝑇
1 𝑁𝐹1,

𝑅2 > 𝜏𝐹 𝑇
2 𝑁𝐹2 +

𝜏

𝜐
𝐼,

1

𝜏
𝑁 > 𝜏𝐹 𝑇

3 𝑁𝐹3 +
1 + 3𝜏

𝜐
𝐼.

(2.50)

Перепишем (2.49) в виде:

𝑉̇ ≤ −𝜀𝑇𝑅1𝜏𝜀− 𝜂𝑇𝑅2𝜏𝜂 −
∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇𝑇 (𝑠)𝑑𝑠𝑅3𝜏

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠+ 𝜃𝜏 , (2.51)

где 𝑅1𝜏 = 𝑅1 − 𝜏𝐹 𝑇
1 𝑁𝐹1 − 𝜐𝑃1(𝐹3𝐹

𝑇
3 + 𝐼)𝑃1− 𝜏𝜐𝐹 𝑇

1 𝑁(𝐹2𝐹
𝑇
2 + 𝐼)𝑁𝐹1,
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𝑅2𝜏 = 𝑅2−𝜏(𝐹 𝑇
2 𝑁𝐹2+

1
𝜐𝐼+𝜐𝐹

𝑇
1 𝑁𝐹3𝐹

𝑇
3 𝑁𝐹1+𝜐𝐹

𝑇
2 𝑁𝑁𝐹2+𝜐𝐹

𝑇
2 𝑁𝐹3𝐹

𝑇
3 𝑁𝐹2),

𝑅3𝜏 = 𝜏𝐹 𝑇
3 𝑁𝐹3 +

1
𝜐𝐼 + 3𝜏

𝜐 − 𝜏
𝜐𝑁)𝐼 . Следует отметить, что 𝑅1𝜏 , 𝑅2𝜏 , 𝑅3𝜏 -

положительно определенные матрицы в силу выбора 𝑄1, 𝑄2 и 𝜐.

Преобразуем (2.51)к виду:

𝑉̇ ≤ −𝜍𝑉 + 𝜃𝜏 (2.52)

где 𝜍 = 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑅1𝜏 )
𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃1)

. 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝜆𝑚𝑎𝑥) обозначает минимальное (максимальное) собствен-

ное число матрицы.

Решая неравенство (2.52) относительно 𝑉 получим

𝑉 ≤
(︂
𝑉 (0)− 𝜃𝜏

𝜍

)︂
𝑒𝜍𝑡 − 𝜃𝜏

𝜍
. (2.53)

С учетом 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃1)𝑒
2 ≤ 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃1)𝜀

𝑇𝜀 ≤ 𝑉 ограничим ошибку слежения:

|𝑒| ≤

√︃
1

𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃1)

[︂(︂
𝑉 (0)− 𝜃𝜏

𝜍

)︂
𝑒−𝜍𝑡 +

𝜃𝜏
𝜍

]︂
(2.54)

Из (2.54) следует, что закон управления (2.5), (2.8) обеспечивает выполнение

целевого условия (2.4) в момент времени 𝑇 с точностью

𝛿 =

√︃
1

𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃1)

[︂(︂
𝑉 (0)− 𝜃𝜏

𝜍

)︂
𝑒−𝜍𝑇 +

𝜃𝜏
𝜍

]︂
. (2.55)

Асимптотически обеспечивается точность слежения

𝛿∞ =

√︃
1

𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃1)

𝜃𝜏
𝜍
. (2.56)

Из (2.55) следует выполнение целевого условия (2.4). Теорема доказана.

Стоит отметить, что оценка (2.55) достаточно грубая из-за используемых в

доказательстве оценок, но из (2.55) следует, что величина 𝛿 зависит от 𝜃𝜏 , кото-

рая зависит от ошибок квантизации Δ, величины возмущающего воздействия и

запаздывания 𝜏 .
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2.2.3 Численный пример

Рассмотрим в качестве объекта управления двигатель постоянного тока

Mabuchi RK370CA [130].

Выходной сигнал измеряется квантователем с шагом квантования Δ = 1

град. Проведем моделирование при запаздывании 𝜏 = 0, 01 с и 𝜏 = 0, 15 с.

Цель управления – синтез алгоритма, который обеспечит слежение кванто-

ванного выхода двигателя за эталонным сигналом 𝑦𝑚(𝑡) = 10 + 10𝑠𝑖𝑛(0, 3𝑡).

Зададим параметры регулятора следующим образом:

𝛼 = 0, 09, 𝛽 = 0, 01, 𝐷(𝑝) = 𝑝2 + 12𝑝+ 35.

Тогда закон управления примет вид:

𝑢(𝑡) = −(𝑝2 + 12𝑝+ 35)𝑒(𝑡)

Наблюдатель зададим следующим образом:

⎧⎨⎩ 𝜉1(𝑡) = 𝜉2(𝑡),

𝜉2(𝑡) = (−𝜉1(𝑡)− 15𝜉2 + 𝑒(𝑡)).

Результирующий закон управления примет вид:

𝑢(𝑡) = −0, 1((−𝜉1(𝑡)− 15𝜉2(𝑡) + 𝑒(𝑡)) + 12𝜉2 + 35𝜉1).

Выход квантователя и желаемая траектория при запаздываниях 𝜏 = 0, 01 с и

𝜏 = 0, 15 с представлены на рисунках 2.13 и 2.14, соответственно.
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Рисунок 2.13 – Выход квантователя и желаемая траектория при шаге

квантования 0,1 и запаздывании 0,01 с

Рисунок 2.14 – Выход квантователя и желаемая траектория при шаге

квантования 0,1 и запаздывании 0,15 с

Выход объекта управления и желаемая траектория при запаздываниях 𝜏 =

0, 01 с и 𝜏 = 0, 15 с представлены на рисунках 2.15 и 2.16, соответственно.
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Рисунок 2.15 – Выход объекта управления и желаемая траектория при шаге

квантования 0,1 и запаздывании 0,01 с

Рисунок 2.16 – Выход объекта управления и желаемая траектория при шаге

квантования 0,1 и запаздывании 0,15 с

Ошибки слежения при запаздываниях 𝜏 = 0, 01 с и 𝜏 = 0, 15 с представлены

на рисунках 2.17 и 2.18, соответственно.
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Рисунок 2.17 – Ошибка слежения при шаге квантования 0,1 и запаздывании

0,01 c

Рисунок 2.18 – Ошибка слежения при шаге квантования 0,1 и запаздывании

0,15 c

Из результатов моделирования видно, что цель управления по ошибке слеже-

ния выполнена с точностями близкими к шагу квантования. При запаздывании

0,01 с время переходного процесса составило 4,8 с. При запаздывании 0,15 с

время переходного процесса составило 6 с. Таким образом, можно сделать вы-
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вод, что наличие запаздывания увеличивает время переходного процесса и ведет

к усилению колебательных процессов в замкнутой системе.
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Глава 3

Управление многосвязными параметрически неопределенными системами

в условиях квантования по уровню выходного сигнала и внешних

возмущений

В данной главе описывается развитие метода последовательного компенса-

тора для робастного и адаптивного управления классом многосвязных систем

в условиях квантования по уровню выходного сигнала, запаздывания и возму-

щающих воздействий [6], [13], [14], [9], [16], [17], [20], [21]. Вектор состояния

объекта управления полагается неизмеримым. Выход объекта управления изме-

ряется посредством квантователей.

3.1 Управление многосвязными системами

Данный раздел посвящен управлению непрерывными линейными парамет-

рически неопределенными многосвязыми системами в условиях возмущающих

воздействий. Измерению доступны только квантованные значения выходных

сигналов. Предлагается робастный алгоритм управления данным классом си-

стем. Предложен алгоритм адаптивной настройки коэффициентов регулятора и

шага квантования. Проведено компьютерное моделирование полученных резуль-

татов.

3.1.1 Постановка задачи

Рассмотрим многосвязный объект управления, описываемый дифференци-

альными уравнениями
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𝑄𝑖(𝑝)𝑦𝑖(𝑡) = 𝑅𝑖(𝑝)𝑢𝑖(𝑡) + 𝑓𝑖(𝑡) +
𝑁∑︁

𝑖=1,𝑖̸=𝑗

𝑐𝑖𝑗(𝑝)𝑦𝑗(𝑡) +
𝑀∑︁

𝑗=1,𝑖 ̸=𝑗

𝛾𝑖𝑗(𝑝)𝑢𝑗(𝑡),

𝑖 = 1, 𝑁, 𝑗 = 1,𝑀,

(3.1)

где 𝑄𝑖(𝑝), 𝑅𝑖(𝑝) - линейные дифференциальные операторы с неизвестными ко-

эффициентами и размерностями 𝑛𝑖 и 𝑚𝑖 соответственно, 𝑦𝑖(𝑡) ∈ R - выходные

сигналы, 𝑢𝑖 ∈ R - сигналы управления, 𝑓𝑖(𝑡) - внешние ограниченные возму-

щающие воздействия, 𝑐𝑖𝑗(𝑝), 𝛾𝑖𝑗(𝑝) - линейные дифференциальные операторы с

неизвестными коэффициентами, описывающие перекрестные связи по входу и

по выходу соответственно, 𝑁 и 𝑀 - количество входов и выходов объекта управ-

ления соответственно, 𝑝 = 𝑑/𝑑𝑡 - дифференциальный оператор, 𝜌𝑖 = 𝑛𝑖−𝑚𝑖 ≥ 1

- относительная степень 𝑖−й подсистемы.

Номинальная модель описывается уравнением

𝑄𝑚𝑖
(𝑝)𝑦𝑚𝑖

(𝑡) = 𝑅𝑚𝑖
(𝑝)𝑟𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 𝑁, (3.2)

где 𝑄𝑚𝑖
(𝑝), 𝑅𝑚𝑖

(𝑝) - линейные дифференциальные операторы с известными ко-

эффициентами , 𝑦𝑚𝑖
(𝑡) ∈ R - выходные сигналы номинального объекта управле-

ния, 𝑟𝑖(𝑡) ∈ R - кусочно-непрерывные входы номинального объекта управления.

Пусть выходы объекта управления измеряются устройством – квантователем,

который преобразует сигналы 𝑦𝑖(𝑡) по следующему закону:

Рисунок 3.1 – Выходная характеристика квантователя
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𝑞𝑖(𝑦𝑖) =

⎧⎨⎩ 𝑞𝑖(𝑦𝑖), |𝑦𝑖| ≤ 𝑦𝑖,

𝑦𝑖𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦𝑖), |𝑦| > 𝑦𝑖,
(3.3)

где 𝑦𝑖 > 0 – величина насыщения квантователя, 𝑞𝑖(𝑦𝑖) = 1
𝜒𝑝+1𝑞𝑖(𝑦𝑖), 𝑞𝑖(𝑦𝑖) – функ-

ция квантования , представленная на рисунке 1, 𝜒 > 0 - малое число. Таким

образом, в отличие от [129] в данной работе рассматривается динамический

квантователь. Данное условие понадобится в дальнейшем для синтеза систе-

мы управления. Заметим, что при малом 𝜒 (по сравнению с шагом квантования)

формы импульсов функции 𝑞𝑖(𝑦𝑖) и 𝑞𝑖(𝑦𝑖) почти идентичны.

Предположим, что существуют Δ𝑖 > 0 такие, что выполнены следующие

условия

|𝑞𝑖(𝑦𝑖)− 𝑦𝑖(𝑡)| ≤ Δ𝑖, 𝑖 = 1, 𝑁,

где Δ𝑖 - шаг квантования.

Необходимо синтезировать систему управления, обеспечивающую выполне-

ние целевого условия

|𝑞𝑖(𝑦𝑖)− 𝑦𝑚𝑖
| ≤ 𝛿𝑖,∀𝑡 ≥ 𝑇, (3.4)

где 𝛿𝑖 > 0 – точность регулирования, 𝑇 > 0 – время переходного процесса.

Сформулированную задачу будем решать при выполнении следующих пред-

положений.

Предположения

П3.1.1 Неизвестные коэффициенты операторов 𝑄𝑖(𝑝), 𝑅𝑖(𝑝) принадлежат из-

вестному ограниченному множеству Ξ.

П3.1.2 Объект управления (3.1) минимально-фазовый, т.е. 𝑅𝑖(𝜆) – гурвицев

полином.

П3.1.3 Начальные условия выходного сигнала удовлетворяют неравенству
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|{𝑦𝑖(0), 𝑦̇𝑖(0), ..., 𝑦𝑛−1
𝑖 (0)}| ≤ 𝑦𝑖, 𝑖 = 1, 𝑁.

Выполнение данного неравенства обеспечивает находжение выходного сигнала

в рабочей области квантователя в момент начала работы системы.

3.1.2 Синтез закона управления

Для синтеза закона управления, обеспечивающего выполнение целевого

условия (3.4), воспользуемся методом «последовательного компенсатора» для

многосвязных систем [41]. Выберем закон управления в виде

𝑢𝑖(𝑡) = −(𝛼𝑖 + 𝛽𝑖)𝐾𝑖(𝑝)𝑒𝑖(𝑡), (3.5)

где 𝛼𝑖, 𝛽𝑖 > 0, 𝐾𝑖(𝜆) – гурвицевы полиномы степени 𝜌𝑖 − 1, такие, что (𝑄𝑖(𝜆) +

𝛼𝑅𝑖(𝜆)𝐾𝑖(𝜆)) - гурвицевы полиномы, 𝑒𝑖(𝑡) – оценки ошибок 𝑒𝑖(𝑡) = 𝑞𝑖(𝑦𝑖(𝑡)) −

𝑦𝑚𝑖
(𝑡).

Принимая во внимание (3.1), (3.2) и (3.5), составим уравнение для ошибки

𝑒𝑖(𝑡) в виде

(𝑄𝑖 + 𝛼𝑅𝑖𝐾𝑖)𝑒𝑖 = 𝑅𝑖𝐾𝑖(−(𝛼𝑖 + 𝛽𝑖)(𝑒𝑖 − 𝑒𝑖)− 𝛽𝑖𝑒𝑖) +𝑄1𝑖(𝑞𝑖 − 𝑦𝑖)+

𝑄2𝑖(𝑞𝑖 − 𝑦̇𝑖) + 𝜙𝑖(𝑡) +
𝑁∑︁

𝑖=1,𝑖 ̸=𝑗

𝑐𝑖𝑗𝑒𝑗 −
𝑁∑︁

𝑖=1,𝑖̸=𝑗

𝑐𝑖𝑗(𝑞𝑗 − 𝑦𝑗)+

𝑀∑︁
𝑗=1,𝑖̸=𝑗

𝛾𝑖𝑗(𝛼𝑖 + 𝛽𝑖)𝐾𝑖(𝑒𝑖 − 𝑒𝑖)−
𝑀∑︁

𝑗=1,𝑖 ̸=𝑗

𝛾𝑖𝑗(𝛼𝑖 + 𝛽𝑖)𝐾𝑖𝑒𝑖,

𝜙𝑖(𝑡) = − 𝑄𝑖

𝑅𝑖𝐾𝑖
𝑦𝑚𝑖

+
𝑁∑︁

𝑖=1,𝑖 ̸=𝑗

𝑐𝑖𝑗𝑦𝑚𝑗
+ 𝑓𝑖,

(3.6)

где 𝜙𝑖(𝑡) - ограниченная функция, 𝑄𝑖(𝑝) = 𝑄1𝑖(𝑝) + 𝑝𝑄2𝑖(𝑝), deg𝑄2𝑖(𝑝) = 𝑛𝑖 − 1,

deg𝑄1𝑖(𝑝) ≤ 𝑛𝑖 − 1.

Представим уравнение (3.6) в форме вход-состояние-выход
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜀̇𝑖 = 𝐴𝑖𝜀𝑖 +𝐵𝑖(−𝛽𝑖𝑒+ (𝛼𝑖 + 𝛽𝑖)(𝑒𝑖 − 𝑒𝑖)) +𝐵1𝑖(𝑞𝑖 − 𝑦𝑖) +𝐵2𝑖(𝑞𝑖 − 𝑦𝑖)+

𝐵3𝑖𝜙𝑖 +
𝑁∑︁

𝑖=1,𝑖 ̸=𝑗

𝑊𝑖𝑗𝜀𝑖 + (𝛼𝑖 + 𝛽𝑖)
𝑀∑︁

𝑗=1,𝑖̸=𝑗

𝑈𝑖𝑗(𝑒𝑖 − 𝑒𝑖) +
𝑁∑︁

𝑖=1,𝑖 ̸=𝑗

𝐷𝑖𝑗(𝑞𝑗 − 𝑦𝑗)+

𝑁∑︁
𝑖=1,𝑖 ̸=𝑗

𝐷̃𝑖𝑗𝜀𝑗,

𝑒𝑖 = 𝐿̄𝑖𝜀,

(3.7)

где 𝜀𝑖 - вектор состояния 𝑖 - й подсистемы, 𝐴𝑖, 𝐵1𝑖, 𝐵2𝑖, 𝐵3𝑖,𝑊𝑖𝑗, 𝑈𝑖𝑗, 𝐷𝑖𝑗, 𝐷̃𝑖𝑗 -

матрицы, полученные при переходе от (3.6) к (3.7), 𝐿̄𝑖 = [1 0 ... 0].

Замкнутая система (3.1) c законом управления (3.5) в матричном представде-

нии имеет вид:

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜀̇ = 𝐴𝜀+𝐵(−𝛽𝑒+ (𝛼 + 𝛽)(𝑒− 𝑒)) +𝐵1(𝑞 − 𝑦) +𝐵2(𝑞 − 𝑦̇) +𝐵3𝜙+

+𝑊𝜀+ 𝑈(𝑒− 𝑒) +𝐷(𝑞 − 𝑦) + 𝐷̃𝜀,

𝑒 = 𝐿̄𝜀,

(3.8)

где 𝜀𝑇 = [𝜀1 ... 𝜀𝑁 ], 𝐴 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝐴𝑖}, 𝐵1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝐵1𝑖}, 𝐵2 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝐵2𝑖},

𝐵3 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝐵3𝑖}, 𝛼 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝛼𝑖}, 𝛽𝑖 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝛽𝑖}, 𝜙𝑇 = [𝜙1 ... 𝜙𝑁 ] - вектор огра-

ниченных функций, 𝑊,𝑈,𝐷, 𝐷̃ - матрицы, полученные при переходе от (3.7) к

(3.8).

Для реализации закона управления (3.5) воспользуемся алгоритмом:

⎧⎨⎩ 𝜉𝑖(𝑡) = 𝜎𝑖Γ𝑖𝜉𝑖(𝑡) + 𝜎𝑖𝐺𝑖𝑒𝑖(𝑡),

𝑒𝑖(𝑡) = 𝐿𝑖𝜉𝑖(𝑡),
(3.9)

где 𝜉𝑖(𝑡) ∈ R𝜌𝑖−1, Γ𝑖 =

⎛⎝ 0 𝐼𝜌𝑖−2

−𝑘1𝑖 ... −𝑘𝜌𝑖−1𝑖

⎞⎠ – гурвицева матрица, 𝐺𝑖 =

[0 0 𝑘1𝑖]
𝑇 , 𝐼𝜌𝑖−2 – единичная матрица порядка 𝜌𝑖 − 2, 𝐿𝑖 = [1 0 ... 0],

𝜎𝑖 > 𝛼𝑖 + 𝛽𝑖.
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В матричном виде:

⎧⎨⎩ 𝜉(𝑡) = 𝜎Γ𝜉(𝑡) + 𝜎𝐺𝑒(𝑡),

𝑒(𝑡) = 𝐿𝜉(𝑡),
(3.10)

где 𝜉(𝑡) = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝜉𝑖(𝑡)}, 𝜎 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝜎𝑖}, 𝐿 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝐿𝑖}.

Введем в рассмотрение ошибку оценивания:

⎧⎨⎩ 𝜂𝑖(𝑡) = 𝐿𝑇𝑖 𝑒𝑖(𝑡)− 𝜉𝑖(𝑡),

𝜂̇𝑖(𝑡) = 𝜎𝑖Γ𝑖𝜂𝑖(𝑡) + 𝐿𝑇𝑖 𝑒̇𝑖(𝑡).
(3.11)

В матричном виде

⎧⎨⎩ 𝜂(𝑡) = 𝐿𝑇𝑒(𝑡)− 𝜉(𝑡),

𝜂̇(𝑡) = 𝜎Γ𝜂(𝑡) + 𝐿𝑇 𝑒̇(𝑡),
(3.12)

где 𝜂(𝑡) = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝜂𝑖(𝑡)}.

Тогда замкнутая система имеет вид

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜀̇ = 𝐴𝜀+𝐵(−𝛽𝑒+ (𝛼 + 𝛽)(𝑒− 𝑒)) +𝐵1(𝑞 − 𝑦) +𝐵2(𝑞 − 𝑦̇) +𝐵3𝜙+

+𝑊𝜀+ 𝑈(𝑒− 𝑒) +𝐷(𝑞 − 𝑦) + 𝐷̃𝜀,

𝜂̇ = 𝜎Γ𝜂 + 𝐿𝑇 𝑒̇,

(3.13)

Сформулируем основной результат главы.

Утверждение 3.1 Пусть выполнены условия предположений П3.1.1 – П3.1.3.

Тогда существуют полиномы 𝐾𝑖(𝜆) и числа 𝛼𝑖, 𝛽𝑖 > 0, 𝜎𝑖 > 0 такие, что система

управления, состоящая из закона управления (3.5) и алгоритма (3.9) обеспечива-

ет выполнение целевого условия (3.4).

Доказательство Утверждения. Введем в рассмотрение функцию Ляпунова

вида
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𝑉 = 𝜀𝑇 (𝑡)𝑃𝜀(𝑡) + 𝜂𝑇 (𝑡)𝐻𝜂(𝑡), (3.14)

Продифференцировав функцию Ляпунова (3.14) вдоль траекторий (3.13), по-

лучим

𝑉̇ = 𝜀𝑇 (𝐴𝑇𝑃 + 𝑃𝐴)𝜀− 2𝛽𝜀𝑇𝑃𝐵𝐿̄𝜂 + 2𝜀𝑇𝑃 (𝑈 + (𝛼 + 𝛽)𝐵)𝐿𝜂+

2𝜀𝑇𝑃 (𝐵1 +𝐷)(𝑞 − 𝑦) + 2𝜀𝑇𝑃𝐵2(𝑞 − 𝑦̇) + 2𝜀𝑇𝑃𝐵3𝜙+ 2𝜀𝑇𝑃 (𝑊 + 𝐷̃)𝜀+

𝜎𝜂𝑇 (Γ𝑇𝐻 +𝐻Γ)𝜂 + 2𝜂𝑇𝐻𝐿𝑇 𝐿̄(𝐴+ 𝐷̃ +𝑊 )𝜀− 2𝛽𝜂𝑇𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵𝐿̄𝜂+

2(𝛼 + 𝛽)𝜂𝑇𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵𝐿𝜂 + 2𝜂𝑇𝐻𝐿𝑇 𝐿̄(𝐵1 +𝐷)(𝑞 − 𝑦) + 2𝜂𝑇𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵2(𝑞 − 𝑦̇)+

+ 2𝜂𝑇𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵3𝜙+ 2𝜂𝑇𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝑈𝐿𝜂.

(3.15)

Оценим слагаемые в правой части (3.15) в виде неравенств:

− 2𝛽𝜀𝑇𝑃𝐵𝐿̄𝜂 ≤ 𝛽𝜐𝜀𝑇𝜀+ 𝛽𝜐−1𝜂𝑇 𝐿̄𝑇𝐵𝑇𝑃𝑃𝐵𝐿̄𝜂,

2𝜀𝑇𝑃𝑈𝐿𝜂 ≤ 𝜐𝜀𝑇𝑃𝑈𝐿𝐿𝑇𝑈𝑇𝑃𝜀+ 𝜐−1𝜂𝑇𝜂,

2𝜀𝑇𝑃𝐵𝐿𝜂 ≤ 𝜐𝜀𝑇𝑃𝐵𝐿𝐿𝑇𝐵𝑇𝑃𝜀+ 𝜐−1𝜂𝑇𝜂,

2𝜀𝑇𝑃 (𝐵1 +𝐷)(𝑞 − 𝑦) ≤ 𝛽𝜀𝑇𝑃 (𝐵1 +𝐷)(𝐵1 +𝐷)𝑇𝑃𝜀+ 𝛽−1(𝑞 − 𝑦)𝑇 (𝑞 − 𝑦),

2𝜀𝑇𝑃𝐵2(𝑞 − 𝑦̇) ≤ 𝛽𝜀𝑇𝑃𝐵2𝐵
𝑇
2 𝑃𝜀+ 𝛽−1(𝑞 − 𝑦̇)𝑇 (𝑞 − 𝑦̇),

2𝜀𝑇𝑃𝐵3𝜙 ≤ 𝛽𝜀𝑇𝑃𝐵3𝐵
𝑇
3 𝑃𝜀+ 𝛽−1𝜙𝑇𝜙,

2𝜂𝑇𝐻𝐿𝑇 𝐿̄(𝐴+ 𝐷̃ +𝑊 )𝜀 ≤ 𝜐𝜀𝑇 (𝐴+ 𝐷̃ +𝑊 )𝐿̄𝑇𝐿𝐻𝐻𝐿𝑇 𝐿̄(𝐴+ 𝐷̃ +𝑊 )𝜀+

𝜐−1𝜂𝑇𝜂,

2𝜂𝑇𝐻𝐿𝑇 𝐿̄(𝐵1 +𝐷)(𝑞 − 𝑦) ≤ 𝛽𝜂𝑇𝐻𝐿𝑇 𝐿̄(𝐵1 +𝐷)(𝐵1 +𝐷)𝑇 𝐿̄𝑇𝐿𝐻𝜂+

𝛽−1(𝑞 − 𝑦)𝑇 (𝑞 − 𝑦),

2𝜂𝑇𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵2(𝑞 − 𝑦̇) ≤ 𝛽𝜂𝑇𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵2𝐵
𝑇
2 𝐿̄

𝑇𝐿𝐻𝜂 + 𝛽−1(𝑞 − 𝑦̇)𝑇 (𝑞 − 𝑦̇),

2𝜂𝑇𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵3𝜙 ≤ 𝛽𝜂𝑇𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵3𝐵
𝑇
3 𝐿̄

𝑇𝐿𝐻𝜂 + 𝛽−1𝜙𝑇𝜙,

(3.16)

Ограничим производную функции Ляпунова (3.15) с учетом (3.16)
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𝑉̇ ≤ −𝜀𝑇 [Φ1 − 2𝑃 (𝑊 + 𝐷̃)− 𝛽𝜐 − 𝜐𝑃𝑈𝐿𝐿𝑇𝑈𝑇𝑃 − 𝜐(𝛼 + 𝛽)𝑃𝐵𝐿𝐿𝑇𝐵𝑇𝑃−

− 𝛽𝑃 (𝐵1 +𝐷)(𝐵1 +𝐷)𝑇𝑃 − 𝛽𝑃𝐵2𝐵
𝑇
2 𝑃 − 𝛽𝑃𝐵3𝐵

𝑇
3 𝑃−

𝜐(𝐴+ 𝐷̃ +𝑊 )𝐿̄𝑇𝐿𝐻𝐻𝐿𝑇 𝐿̄(𝐴+ 𝐷̃ +𝑊 )]𝜀− 𝜂𝑇 [𝜎Φ2 − 2𝛽𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵𝐿̄−

2(𝛼 + 𝛽)𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵𝐿− 2𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝑈𝐿− 𝛽𝜐−1𝐿̄𝑇𝐵𝑇𝑃𝑃𝐵𝐿̄− 2𝜐−1 − (𝛼 + 𝛽)𝜐−1]

+ 2
(𝑞 − 𝑦)𝑇 (𝑞 − 𝑦)

𝛽
+ 2

(𝑞 − 𝑦̇)𝑇 (𝑞 − 𝑦̇)

𝛽
+ 2

𝜙𝑇𝜙

𝛽
.

(3.17)

Перепишем неравенство в виде:

𝑉̇ ≤ −𝜀𝑇𝑅1𝜀− 𝜂𝑇𝑅2𝜂 + 𝜃, (3.18)

причем коэффициенты 𝛼, 𝛽, 𝜐, 𝜎 выбраны таким образом, что 𝑅1, 𝑅2 - положи-

тельно определенные матрицы.

Принимая во внимание (3.14), преобразуем (3.17) к форме

𝑉̇ ≤ −𝜍𝑉 + 𝜃, (3.19)

где 𝜍 = 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑅1)
𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃 )

, 𝜆𝑚𝑖𝑛(·)(𝜆𝑚𝑎𝑥(·)) – наименьшее (наибольшее) собственное число

соответствующей матрицы.

Решив неравенство (3.19) относительно переменной 𝑉 , получим

𝑉 ≤ (𝑉 (0)− 𝜃

𝜍
)𝑒−𝜍𝑡 − 𝜃

𝜍
. (3.20)

Так как 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃 )𝑒2 ≤ 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃 )𝜀
𝑇𝜀 ≤ 𝑉 , то (3.20) можно переписать как

|𝑒| ≤

√︃
1

𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃 )

[︂(︂
𝑉 (0)− 𝜃

𝜍

)︂
𝑒−𝜍𝑡 +

𝜃

𝜍

]︂
(3.21)

Таким образом, система управления (3.5), (3.9) обеспечивает выполнение

условия (3.4) в момент времени 𝑇 с точностью
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𝛿 =

√︃
1

𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃 )

[︂(︂
𝑉 (0)− 𝜃

𝜍

)︂
𝑒−𝜍𝑇 +

𝜃

𝜍

]︂
(3.22)

Стоит отметить, что оценка (3.21) достаточно грубая из-за используемых в

доказательстве оценок, но из (3.21) видно, что величина 𝛿 зависит от 𝜃, которая

зависит от ошибок квантизации 𝛿1, 𝛿2 и величины возмущающего воздействия.

Причем, чем меньше 𝛿1, 𝛿2 тем меньше 𝛿.

Следствие. Из доказательства следует, что для достижения 3.4 необходимо

выбрать 𝛼, 𝛽, 𝜎 таким образом, чтобы они удовлетворяли неравенствам:

||Φ1|| > ||2𝑃 (𝑊 + 𝐷̃)||+ ||𝛽𝑃 (𝐵1 +𝐷)(𝐵1 +𝐷)𝑇 ||+ ||𝛽𝐵2𝐵
𝑇
2 ||+ ||𝛽𝐵3𝐵

𝑇
3 ||,

||𝜎Φ2|| > ||2𝛽𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵𝐿||+ ||2(𝛼 + 𝛽)𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝐵𝐿||+ ||2𝐻𝐿𝑇 𝐿̄𝑈𝐿||.

3.1.3 Численный пример

Рассмотрим модель объекта управления в виде

(𝑝3 + 𝑞1𝑝
2 + 𝑞2𝑝+ 𝑞3)𝑦1(𝑡) + (𝑝2 + 𝑞4𝑝+ 𝑞5)𝑦2(𝑡) = (𝑟1𝑝+ 𝑟2)𝑢1(𝑡)+

𝑟3𝑢2(𝑡) + 𝑓1(𝑡),

(𝑝2 + 𝑞6(𝑝) + 𝑞7)𝑦2(𝑡) + (𝑞8𝑝+ 𝑞9)𝑦1(𝑡) = 𝑟4𝑢1(𝑡) + 𝑟5𝑢2(𝑡) + 𝑓2(𝑡).

Множество возможных значений Ξ определено неравенствами:
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− 3 ≤ 𝑞𝑗 ≤ 3, 𝑗 = 1, 7,

− 2 ≤ 𝑞8 ≤ 2,

− 2 ≤ 𝑞9 ≤ 2,

2 ≤ 𝑟1 ≤ 3,

− 5 ≤ 𝑟2 ≤ 10,

2 ≤ 𝑟3 ≤ 3,

1 ≤ 𝑟4 ≤ 2,

1 ≤ 𝑟4 ≤ 2,

|𝑓1(𝑡)|, |𝑓2(𝑡)| ≤ 30.

На практике данной моделью можно описать динамику дистиляционной ко-

лонны [133], где 𝑦1(𝑡) - мольная доля продукта в верхней части колонны, 𝑦2(𝑡) -

мольная доля продукта в нижней части колонны, 𝑢1 - расход флегмы, 𝑢2 - расход

пара.

Измерению доступны толька функции 𝑞𝑖(𝑦𝑖(𝑡)). Эталонная модель описыва-

ется уравнениями:

(𝑝3 + 3𝑝2 + 3𝑝+ 1)𝑦𝑚1
(𝑡) = 0, 99(𝑡),

(𝑝3 + 3𝑝2 + 3𝑝+ 1)𝑦𝑚2
(𝑡) = 0, 01(𝑡),

Необходимо синтезировать систему управления, обеспечивающую выполне-

ние целевого условия (3.4)

Выберем 𝛼𝑖 = 20, 𝛽𝑖 = 1, 𝐾𝑖(𝑝) = 𝑝2 +12𝑝+35. Тогда закон управления (3.5)

примет вид

𝑢𝑖 = −21(𝑝2 + 12𝑝+ 35)𝑒𝑖(𝑡).

Выберем 𝜎𝑖 = 30 и перепишем уравнение (3.9)
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⎧⎨⎩ 𝜉1𝑖(𝑡) = 30𝜉2𝑖(𝑡),

𝜉2𝑖 = 30(−𝜉1𝑖(𝑡)− 15𝜉2𝑖(𝑡) + 𝑒𝑖(𝑡)), 𝑖 = 1, 𝑁.

Результирующий закон управления примет вид

𝑢1(𝑡) = −21(302(−𝜉11(𝑡)− 15𝜉21(𝑡) + 𝑒1(𝑡) + 12 · 30𝜉21 + 35𝜉11),

𝑢2(𝑡) = −21(302(−𝜉12(𝑡)− 15𝜉22(𝑡) + 𝑒2(𝑡) + 12 · 30𝜉22 + 35𝜉12),

Зададим параметры объекта управления:

𝑞𝑗 = 3, 𝑗 = 1, 5,

𝑞6 = −3,

𝑞7 = 3,

𝑞8 = 2,

𝑞9 = 2,

𝑟1 = 2,

𝑟2 = 8,

𝑟3 = 3,

𝑟4 = 2,

𝑟5 = 2.

Зададим возмущающее воздействие как белый шум с амплитудой, равной 1.

Шаг квантования Δ = 0, 001.

На рисунках (3.2), (3.3) приведены выходы квантователей и номинального

объекта при шаге квантования 0,001.
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Рисунок 3.2 – Выход квантователя 𝑞(𝑦1) и номинального объекта 𝑦𝑚1
(𝑡) при

шаге квантования 0,001

Рисунок 3.3 – Выход квантователя 𝑞2(𝑦2) и номинального объекта 𝑦𝑚2
(𝑡) при

шаге квантования 0,001

На рисунках (3.4), (3.5) приведены выходы объекта управления и эталонной

модели при шаге квантования 0, 001.
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Рисунок 3.4 – Выход эталонной модели 𝑦𝑚1
(𝑡) и объекта 𝑦1 при шаге

квантования 0,001

Рисунок 3.5 – Выход эталонной модели 𝑦𝑚2
(𝑡) и объекта 𝑦2 при шаге

квантования 0,001

На рисунках (3.6), (3.7) приведены ошибки слежения при шаге квантования

0, 010.
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Рисунок 3.6 – Ошибка слежения 𝑒1(𝑡) при шаге квантования 0,001

Рисунок 3.7 – Ошибка слежения 𝑒2(𝑡) при шаге квантования 0,001

Из результатов моделирования видно, что предложенный закон управления

обеспечивает слежение за заданной траекторией с ограниченной ошибкой сле-

жения, величина которой близка к величине шага квантования.

Настройка регулятора

Утверждение 3.1.1 говорит о существовании параметров регулятора и на-

блюдателя, обеспечивающих экспоненциальную сходимость ошибок слежения
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многосвязного объекта управления в ограниченную область. Однако, из доказа-

тельства видно, что аналитический поиск параметров требует решения значи-

тельного количества матричных неравенств. В связи с этим предложен способ

адаптивной настройки коэффициентов регулятора для многосвязных систем.

Аналогочно пункту 2.1.4, увеличение коэффициентов регуляторов в каждом

из каналов ведет к повышению устойчивости системы и снижению ошибки сле-

жения. Однако из доказательства утверждения 3.1.1 следует, что с некоторого

момента (когда ошибка слежения близка к шагу квантования) дальнейшее уве-

личение коэффициентов не приводит к существенному снижению ошибки сле-

жения.

Воспользуемся алгоритмом настройки из пункта 2.1.4 для каждого канала

системы:

Шаг 1. Используя замкнутое множество возможных значений параметров

объекта управления составим полиномы Харитонова для каждого канала разо-

мкнутой системы:

𝑃1𝑖 = 𝑞0𝑖 + 𝑞1𝑖𝑠+ 𝑞2𝑖𝑠
2 + 𝑞3𝑖𝑠

3 + . . . ,

𝑃2𝑖 = 𝑞0𝑖 + 𝑞1𝑖𝑠+ 𝑞2𝑖𝑠
2 + 𝑞3𝑖𝑠

3 + . . . ,

𝑃3𝑖 = 𝑞0𝑖 + 𝑞1𝑖𝑠+ 𝑞2𝑖𝑠
2 + 𝑞3𝑖𝑠

3 + . . . ,

𝑃4𝑖 = 𝑞0𝑖 + 𝑞1𝑖𝑠+ 𝑞2𝑖𝑠
2 + 𝑞3𝑖𝑠

3 + . . . .

(3.23)
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Шаг 2. Воспользуемся алгоритмом (2.23) с нулевыми начальными значения-

ми коэффициентов регулятора для каждого из полиномов:

𝑘𝑖𝑗 =

∫︁ 𝑡

0

𝜒𝑖𝑗(𝑠)𝑑𝑠,

𝜒𝑖𝑗(𝑡) =

⎧⎨⎩ 0, |𝑒𝑗| < 𝜔,

𝜒0𝑖𝑗, |𝑒| > 𝜔,

𝑘𝑖𝑗 = 𝛼𝑖𝑗 + 𝛽𝑖𝑗,

𝜎𝑖𝑗 = 𝜎0𝑖𝑗𝑘𝑖
2

𝑗 ,

𝑖 = 1, 4, 𝑗 = 1, 𝑁.

(3.24)

Шаг 3. Выберем максимальные значения регулятора из полиномов Харинова

в качестве начальных условий алгоритма адаптации, который в данном случае

примет вид:

𝑘𝑗 = 𝑚𝑎𝑥(𝑘𝑖𝑗) +

∫︁ 𝑡

0

𝜒𝑗(𝑠)𝑑𝑠,

𝜒𝑗(𝑡) =

⎧⎨⎩ 0, 𝑒𝑗 < 𝛿,

𝜒0𝑗, 𝑒𝑗 > 𝛿,

𝑘𝑗 = 𝛼𝑗 + 𝛽𝑗,

𝜎𝑗 = 𝜎0𝑗𝑘
2
𝑗 .

(3.25)

Настройка квантователя.

Для обеспечения желаемой точности управления и снижения объема пере-

даваемой информации в системе можно использовать адаптивнй динамический

квантователь, который преобразует сигнал по закону:

𝑞𝑖(𝑦𝑖) = 𝜇𝑖𝑞𝑖

(︂
𝑦𝑖
𝜇𝑖

)︂
, 𝑖 = 1, 𝑁, (3.26)

где 𝑞𝑖(𝑦𝑖) - выход 𝑖-го квантователя, 𝜇𝑖 - динамически изменяющийся шаг кван-

тования.
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Из доказательства утверждения 3.1.1 следует, что в установившемся режи-

ме ошибка слежения не может быть меньше шага квантования. В связи с этим

начальную величину шага квантования следует выбирать равной желаемой точ-

ности:

𝜇𝑖(0) = 𝛿𝑖. (3.27)

Если замкнутая система с выбранным шагом управления не удовлетворяет

цели управления, то необходимо адаптивно снижать шаг квантования, причем

для получения желаемой точности при достаточно большом шаге квантования

скорость снижения шага квантования должна уменьшаться в процессе адапта-

ции. Для решения данной задачи предлагается следующий алгоритм адаптации:

𝜇𝑖 = 𝛿𝑖𝑒
−
∫︀ 𝑡
0
𝜅𝑖(𝑠,𝑒𝑖)𝑑𝑠,

𝜅𝑖(𝑠, 𝑒) =

⎧⎨⎩ 0, 𝑒𝑖 ≤ 𝛿,

𝜅0𝑖, 𝑒𝑖 > 𝛿𝑖,

(3.28)

где 𝜅0𝑖 - некоторое положительное число, влияющее на скорость адаптации.

Стоит отметить, что вышеказанные алгоритмы адаптивной настройки стоит

запускать не с момента начала работы системы, а после времени, необходимого

для переходных процессов. Оценить это время можно по переходным процессам

замкнутых систем с полиномами Харитонова.

3.2 Управление многосвязными системами с запаздыванием

Данный раздел посвящен управлению непрерывными линейными парамет-

рически неопределенными многосвязными системами в условиях запаздывания

выходного сигнала и возмущающих воздействий. Измерению доступны только

квантованные значения выходных сигналов. Исследуется устойчивость замкну-

той системы при наличии запаздывания в канале измерения. Проведено компью-

терное моделирование полученных результатов.
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3.2.1 Постановка задачи

Рассмотрим многосвязный объект управления с перекрестными связями по

входу и выходу, описываемый системой из 𝑖 дифференциальных уравнений (3.1)

с номинальной моделью (3.2).

Вектор состояния объекта управления неизмерим. Выходной сигнал объекта

управления измеряется квантователем [129] с запаздыванием, который преобра-

зует сигнал управления по закону

𝑞𝑖(𝑦𝑖(𝑡)) =

⎧⎨⎩ 𝑞𝑖(𝑦𝑖(𝑡− 𝜏𝑖)), |𝑦𝑖(𝑡− 𝜏𝑖)| ≤ 𝑦𝑖,

𝑦𝑖𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦𝑖(𝑡− 𝜏𝑖)), |𝑦𝑖(𝑡− 𝜏𝑖)| > 𝑦𝑖,
(3.29)

где 𝑦𝑖 > 0 - насыщение квантователя, 𝜏𝑖 - ограниченное неизвестное запаздыва-

ние, 𝑞𝑖(𝑦𝑖) = 1
𝜒𝑝+1𝑞𝑖(𝑦𝑖), 𝑞𝑖(𝑦𝑖) - функция квантования, изображенная на рис. 3.1.

Следует отметить, что сигнады 𝑞𝑖(𝑦𝑖) и 𝑞𝑖(𝑦𝑖) практически совпадают при выбо-

ре достаточно малого 𝜒, по сравнению с шагом квантования, но 𝑞𝑖(𝑦𝑖) в отличие

от 𝑞𝑖(𝑦𝑖) дифференцируемы. Наличие запаздывания может быть интерпретиро-

вано как время, необходимое квантователю для обработки сигнала. На практи-

ке данный класс объектов управления встечается при использовании аналого-

цифровых преобразователей.

Пусть объект управления (3.1) и квантователь (3.29) удовлетворяют условиям

П.3.1.1-П.3.1.3.

Необходимо синтезировать систему управления, обеспечивающую выполне-

ние целевого условия (3.4).

3.2.2 Синтез закона управления

Для синтеза закона управления, обеспечивающего выполнение целевого

условия (3.4), воспользуемся методом (3.5).

Замкнутая система имеет вид:
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𝑄𝑖(𝑝)𝑦𝑖(𝑡) = −(𝛼𝑖 + 𝛽𝑖)𝑅𝑖(𝑝)𝐷𝑖(𝑝)𝑒𝑖(𝑡) + 𝑓𝑖(𝑡)+

𝑁∑︁
𝑖=1,𝑖 ̸=𝑗

𝑐𝑖𝑗(𝑝)𝑦𝑖(𝑡) +
𝑀∑︁

𝑗=1,𝑗 ̸=𝑖

𝛾𝑖𝑗𝑢𝑗(𝑡),
(3.30)

Принимая во внимание 𝑦𝑖(𝑡) = 𝑒𝑖(𝑡) + 𝑦𝑚𝑖(𝑡)− (𝑞𝑖(𝑡)− 𝑦𝑖(𝑡)) получим модель

ошибки

(𝑄𝑖 + 𝛼𝑖𝑅𝑖𝐷𝑖)𝑒𝑖(𝑡) = 𝑅𝑖𝐷𝑖((𝛼𝑖 + 𝛽𝑖)(𝑒(𝑡)− 𝑒𝑖(𝑡))− 𝛽𝑖𝑒𝑖(𝑡)) + 𝑓𝑖(𝑡)

+𝑄1𝑖(𝑞𝑖(𝑡)− 𝑦𝑖(𝑡)) +𝑄2𝑖(𝑞𝑖(𝑡)− 𝑦̇𝑖(𝑡)) +
𝑁∑︁

𝑖=1,𝑖 ̸=𝑗

𝑐𝑖𝑗𝑒𝑖(𝑡)−

𝑁∑︁
𝑖=1,𝑖̸=𝑗

𝑐𝑖𝑗(𝑞𝑖(𝑡)− 𝑦𝑖(𝑡))− (𝛼𝑖 + 𝛽𝑖)𝑅𝑖𝐷𝑖

𝑀∑︁
𝑗=1,𝑖 ̸=𝑗

𝛾𝑖𝑗𝑒𝑗(𝑡),

(3.31)

где 𝑓𝑖(𝑡) = 𝑓𝑖(𝑡) − 𝑄𝑖(𝑝)
𝑅𝑖(𝑝)𝐷𝑖(𝑝)

𝑦𝑚𝑖(𝑡) +
∑︀𝑁

𝑖=1,𝑖 ̸=𝑗 𝑐𝑖𝑗𝑦𝑚𝑖(𝑡), 𝑄𝑖(𝑝) = 𝑄1𝑖(𝑝) + 𝑝𝑄2𝑖(𝑝),

deg𝑄2𝑖(𝑝) = 𝑛𝑖 − 1, deg𝑄1𝑖(𝑝) < 𝑛𝑖 − 1.

Перепишем систему (3.31) в матричном виде

(𝑄+ 𝛼𝑅𝐷)𝑒(𝑡) = 𝑅𝐷((𝛼 + 𝛽)(𝑒(𝑡)− 𝑒(𝑡)− 𝛽𝑒(𝑡))) + 𝑓(𝑡)

+ (𝑄1 − 𝐶)(𝑞(𝑡)− 𝑦(𝑡)) +𝑄2(𝑞(𝑡)− 𝑦̇(𝑡)) + 𝐶𝑒(𝑡)− (𝛼 + 𝛽)𝑅𝐷Γ𝑒(𝑡),
(3.32)

где 𝑒𝑇 (𝑡) = [𝑒1(𝑡) 𝑒2(𝑡) ... 𝑒𝑁(𝑡)], 𝑒𝑇 (𝑡) = [𝑒1(𝑡) 𝑒2(𝑡) ... 𝑒𝑁(𝑡)],

𝑄 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑄1 0 0

0 . . . 0

0 0 𝑄𝑁

⎞⎟⎟⎟⎠, 𝑅 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑅1 0 0

0 . . . 0

0 0 𝑅𝑁

⎞⎟⎟⎟⎠, 𝑄1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑄11 0 0

0 . . . 0

0 0 𝑄1𝑁

⎞⎟⎟⎟⎠,

𝑄2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑄11 0 0

0 . . . 0

0 0 𝑄2𝑁

⎞⎟⎟⎟⎠, 𝛼 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝛼1 0 0

0 . . . 0

0 0 𝛼𝑁

⎞⎟⎟⎟⎠, 𝛽 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝛽1 0 0

0 . . . 0

0 0 𝛽𝑁

⎞⎟⎟⎟⎠,

𝐷 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐷1 0 0

0 . . . 0

0 0 𝐷𝑁

⎞⎟⎟⎟⎠, 𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 𝑐1𝑗

. . .

𝑐𝑗1 0

⎞⎟⎟⎟⎠, Γ =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 𝛾1𝑗

. . .

𝛾𝑗1 0

⎞⎟⎟⎟⎠,
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𝑓𝑇 (𝑡) = [𝑓1(𝑡) 𝑓2(𝑡) ... 𝑓𝑁(𝑡)], 𝑦𝑇𝑚(𝑡) = [𝑦𝑚1(𝑡) 𝑦𝑚2(𝑡) ... 𝑦𝑚𝑁(𝑡)],

𝑦𝑇 (𝑡) = [𝑦1(𝑡) 𝑦2(𝑡) ... 𝑦𝑁(𝑡)],

Для реализации закона управления (3.5) воспользуемся алгоритмом оценки

(3.9) и рассмотрим его ошибку наблюдения (3.12).

Замкнутая система в форме вход-состояние-выход описывается системой

дифференциальных уравнений:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜀̇(𝑡) = 𝐴𝜀(𝑡) +𝐵(−𝛽𝑒(𝑡) + (𝛼 + 𝛽)(𝑒(𝑡)− 𝑒(𝑡)))+

𝐵1(𝑞(𝑡)− 𝑦(𝑡)) +𝐵2(𝑞(𝑡)− 𝑦̇(𝑡)) +𝐵3𝑓(𝑡)−

(𝛼 + 𝛽)𝐷𝑒(𝑡),

𝜂̇(𝑡) = 𝜎𝐻𝜂(𝑡) + 𝐿̄𝑇 𝑒̇(𝑡).

(3.33)

где 𝜀(𝑡) ∈ R𝑛 - вектор состояния модели ошибки, 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑛, 𝐵1 ∈ R𝑛,

𝐵2 ∈ R𝑛, 𝐵3 ∈ R𝑛, - матрицы, полученные при переходе от (3.32) к (3.33).

Используя наблюдатель (3.9) выполним замену

𝑒− 𝑒(𝑡) = 𝐿̄𝐿̄𝑇𝑒(𝑡)− 𝐿̄𝜂(𝑡) = 𝑞(𝑡)− 𝑞(𝑡− 𝜏) + 𝐿̄𝜂(𝑡).

Тогда ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜀̇(𝑡) = 𝐴𝜀(𝑡) +𝐵(−𝛽𝑒(𝑡) + (𝛼 + 𝛽)(𝐼 +𝐵−1𝐷)𝐿𝜂(𝑡))+

𝐵1(𝑞(𝑡)− 𝑦(𝑡)) +𝐵2(𝑞(𝑡)− 𝑦̇(𝑡)) +𝐵3𝑓(𝑡)+

(𝛼 + 𝛽)𝐷(𝑞(𝑡− 𝜏)− 𝑦𝑚(𝑡)) +𝐵(𝑞(𝑡)− 𝑞(𝑡− 𝜏)),

𝜂̇(𝑡) = 𝜎𝐻𝜂(𝑡) + 𝐿̄𝑇 𝑒̇(𝑡).

(3.34)

Принимая во внимание

𝑞(𝑡− 𝜏) = 𝑞(𝑡)−
∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝑞(𝑠)𝑑𝑠

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝑞(𝑠)𝑑𝑠 =

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠+

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝑦̇𝑚(𝑠)𝑑𝑠

получим
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜀̇(𝑡) = (𝐴+ (𝛼 + 𝛽)𝐷)𝜀(𝑡) +𝐵(−𝛽𝑒(𝑡) + (𝛼 + 𝛽)(𝐼 +𝐵−1𝐷)𝐿𝜂(𝑡))+

𝐵1(𝑞(𝑡)− 𝑦(𝑡)) +𝐵2(𝑞(𝑡)− 𝑦̇(𝑡)) +𝐵3𝜙(𝑡)+

(𝐵 − (𝛼 + 𝛽)𝐷)

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
(𝜀̇(𝑠) + 𝑦̇𝑚(𝑠)) 𝑑𝑠,

𝜂̇(𝑡) = 𝜎𝐻𝜂(𝑡) + 𝐿̄𝑇 𝑒̇(𝑡).

(3.35)

Для краткости записи перепишем (3.35)

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜀̇(𝑡) = 𝐹1𝜀(𝑡) + 𝐹2𝜂(𝑡) + 𝐹3

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠+ 𝜓(𝑡),

𝜂̇(𝑡) = 𝜎𝐻𝜂(𝑡) + 𝐿𝑇 𝑒̇(𝑡),

(3.36)

где 𝐹1 = 𝐴+ (𝛼+ 𝛽)𝐷− 𝛽𝐵𝐿, 𝐹2 = (𝛼+ 𝛽)(𝐼 +𝐵−1𝐷)𝐵𝐿, 𝐹3 = 𝐵 − (𝛼+ 𝛽)𝐷,

𝜓(𝑡) = 𝐵1(𝑞(𝑡) − 𝑦(𝑡)) + 𝐵2(𝑞(𝑡) − 𝑦̇(𝑡)) + 𝐵3𝑓(𝑡) + (𝐵 − (𝛼 + 𝛽)𝐷)
∫︀ 𝑡
𝑡−𝜏 𝑦̇𝑚(𝑠)𝑑𝑠

- ограниченная функция возмущений, зависящая от параметров квантователя,

задающего воздействия и внешних возмущений.

Сформулируем основной результат главы.

Утверждение 3.2 Пусть выполнены условия предположений П3.1.1 – П3.1.3.

Тогда существуют полином 𝐷(𝜆) и числа 𝛼, 𝛽, 𝜎 > 0 и 𝜏 > 𝜏 > 0 такие, что

система управления, состоящая из закона управления (3.5) и алгоритма (3.9)

обеспечивает выполнение целевого условия (3.4).

Доказательство Утверждения. Проведем анализ устойчивости полученной

системы. Введем в рассмотрение функционал Ляпунова - Красовского 𝑉 = 𝑉1 +

𝑉2, где 𝑉1 - функция для части системы, не зависящей от запаздывания, и 𝑉2 -

для части системы, зависящей от запаздывания:

𝑉1 = 𝜀𝑇 (𝑡)𝑃1𝜀(𝑡) + 𝜂(𝑡)𝑃2𝜂(𝑡),

𝑉2 =

∫︁ 0

−𝜏

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜇
𝜀̇𝑇 (𝑠)𝑁𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜇,

(3.37)



78

где 𝑃1 и 𝑃2 - решения уравнений Ляпунова 𝐹 𝑇
1 𝑃1+𝑃1𝐹1 = −𝑄1 и 𝐹 𝑇

2 𝑃2+𝑃2𝐹2 =

−𝑄2 соотвтетственно, 𝑄1, 𝑄2 и 𝑁 - симметричные положительно определенные

матрицы.

В случае отсутствия запаздывания и возмущающих воздействий замкнутая

система описывается системой уравнений

⎧⎨⎩ 𝜀̇(𝑡) = 𝐹1𝜀(𝑡) + 𝐹2𝜂(𝑡) + 𝜓(𝑡),

𝜂̇(𝑡) = 𝜎𝐻𝜂(𝑡) + 𝐿𝑇 𝑒̇(𝑡)
(3.38)

Согласно [12] производная функции 𝑉1 вдоль траекторий (3.35) ограничена

неравенством

𝑉̇1(𝑡) ≤ −𝜀𝑇 (𝑡)𝑅1𝜀(𝑡)− 𝜂𝑇 (𝑡)𝑅2𝜂(𝑡) + 𝜃, (3.39)

где 𝑅1 = 𝑄1 − 2𝜐𝑃1𝐵𝐿̄ − 𝜐𝑃1𝐹2𝐹
𝑇
2 𝑃1 − 𝜐𝐹1𝐿̄

𝑇𝐿𝐿𝑇 𝐿̄𝐹1 − 𝛽𝑃1𝐵1𝐵
𝑇
1 𝑃1 −

𝛽𝑃1𝐵2𝐵
𝑇
2 𝑃1 − 𝛽𝑃1𝐵3𝐵

𝑇
3 𝑃1 − 𝛽𝜐,

𝑅2 = 𝜎𝑄2 − 2𝐿𝑇𝐹 𝑇
1 𝐿̄

𝑇𝐿𝑃2 − 1
𝜐𝐿𝐿

𝑇 − 1
𝜐𝑃2𝑃

𝑇
2 − 𝛽𝑃2𝐿

𝑇 𝐿̄𝐵1𝐵
𝑇
1 𝐿̄

𝑇𝐿𝑃2 −

𝛽𝑃2𝐿
𝑇 𝐿̄𝐵2𝐵

𝑇
2 𝐿̄

𝑇𝐿𝑃2 − 𝛽𝑃2𝐿
𝑇 𝐿̄𝐵3𝐵

𝑇
3 𝐿̄

𝑇𝐿𝑃2 − 𝛽
𝜐𝑃2𝐿

𝑇 𝐿̄𝐵𝐿̄𝐿̄𝑇𝐵𝑇 𝐿̄𝑇𝐿𝑃2,

𝜃 = 2
𝜐(sup(𝜓

2(𝑡)) + Δ2), 𝜐 - некоторое положительное число. Отметим, что

матрицы 𝑅1 и 𝑅2 являются положительно определенным благодаря выбору 𝜐,

𝑄1 и 𝑄2.

Ограничим производную функционала Ляпунова-Красовского неравенством

𝑉̇ ≤ −𝜀𝑇 (𝑡)𝑅1𝜀(𝑡)− 𝜂𝑇 (𝑡)𝑅2𝜂(𝑡) + 𝜃 + 2𝜀𝑇𝑃1𝐹3

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠+

2𝜀𝑇𝑃1𝐹3𝜓 + 𝜏 𝜀̇𝑇𝑁𝜀̇−
∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇𝑇𝑁𝜀̇𝑑𝑠.

(3.40)

Используя неравенство Йенсена

−
∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇𝑇 (𝑠)𝑁𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠 ≤ −1

𝜏

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇𝑇 (𝑠)𝑑𝑠𝑁

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠 (3.41)

ограничим производную функции Ляпунова-Красовского:



79

𝑉̇ ≤ −𝜀𝑇 (𝑡)𝑅1𝜀(𝑡)− 𝜂𝑇 (𝑡)𝑅2𝜂(𝑡) + 𝜃 + 2𝜀𝑇𝑃1𝐹3

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠+

2𝜀𝑇𝑃1𝜓 + 𝜏(𝜀𝑇𝑁𝐹1𝜀+ 𝜂𝑇𝐹 𝑇
2 𝑁𝐹2𝜂 +

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇𝑇 (𝑠)𝑑𝑠𝐹 𝑇

3 𝑁𝐹3

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠+

𝜓𝑇𝑁𝜓 + 2𝜀𝑇𝐹 𝑇
1 𝑁𝐹2𝜂 + 2𝜂𝑇𝐹 𝑇

2 𝑁𝐹3

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠+ 2𝜓𝑇𝑁𝐹3

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠)−

1

𝜏

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇𝑇 (𝑠)𝑑𝑠𝑁

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠.

(3.42)

Члены правой части (3.42) ограничены неравенствами

2𝜀𝑇𝑃1𝐹3

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠 ≤ 𝜐𝜀𝑇𝑃1𝐹3𝐹

𝑇
3 𝑃1𝜀+

1

𝜐

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇𝑇 (𝑠)𝑑𝑠

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠,

2𝜀𝑇𝑃1𝜓 ≤ 𝜐𝜀𝑇𝑃1𝑃1𝜀+
1

𝜐
𝜓𝑇𝜓,

2𝜀𝑇𝐹 𝑇
1 𝑁𝐹2𝜂 ≤ 𝜐𝜂𝑇𝐹 𝑇

1 𝑁𝐹2𝐹
𝑇
2 𝑁𝐹1𝜂 +

1

𝜐
𝜂𝑇𝜂,

2𝜂𝑇𝐹 𝑇
2 𝑁𝐹3

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠 ≤ 𝜐𝜂𝑇𝐹 𝑇

2 𝑁𝐹3𝐹
𝑇
3 𝑁𝐹2𝜂+

1

𝜐

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇𝑇 (𝑠)𝑑𝑠

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠,

2𝜓𝑇𝑁𝐹3

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠) ≤ 𝜐𝜓𝑇𝑁𝐹3𝐹

𝑇
3 𝑁𝜓 +

1

𝜐

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇𝑇 (𝑠)𝑑𝑠

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠.

(3.43)

В соответствии с (3.43) перепишем (3.42):

𝑉̇ ≤ 𝜀𝑇 (𝑅1 − 𝜏𝐹 𝑇
1 𝑁𝐹1 − 𝜐𝑃1(𝐹3𝐹

𝑇
3 + 𝐼)𝑃1− 𝜏𝜐𝐹 𝑇

1 𝑁(𝐹2𝐹
𝑇
2 +

𝐼)𝑁𝐹1)𝜀− 𝜂𝑇 (𝑅2 − 𝜏(𝐹 𝑇
2 𝑁𝐹2 +

1

𝜐
𝐼 + 𝜐𝐹 𝑇

1 𝑁𝐹3𝐹
𝑇
3 𝑁𝐹1+

𝜐𝐹 𝑇
2 𝑁𝑁𝐹2 + 𝜐𝐹 𝑇

2 𝑁𝐹3𝐹
𝑇
3 𝑁𝐹2))𝜂 +

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇𝑇 (𝑠)𝑑𝑠(𝜏𝐹 𝑇

3 𝑁𝐹3+

1

𝜐
𝐼 +

3𝜏

𝜐
− 𝜏

𝜐
𝑁)

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠+ 𝜃 + 𝜓𝑇 (𝜏𝑁 + 𝜏𝜐𝑁𝐹3𝐹

𝑇
3 +

1 + 2𝜏

𝜐
𝐼)𝜓.

(3.44)

Пусть 𝜏 удовлетворяет следующим условиям:
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𝑅1 > 𝜏𝐹 𝑇
1 𝑁𝐹1,

𝑅2 > 𝜏𝐹 𝑇
2 𝑁𝐹2 +

𝜏

𝜐
𝐼,

1

𝜏
𝑁 > 𝜏𝐹 𝑇

3 𝑁𝐹3 +
1 + 3𝜏

𝜐
𝐼.

(3.45)

Перепишем (3.44) в виде:

𝑉̇ ≤ −𝜀𝑇𝑅1𝜏𝜀− 𝜂𝑇𝑅2𝜏𝜂 −
∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇𝑇 (𝑠)𝑑𝑠𝑅3𝜏

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜏
𝜀̇(𝑠)𝑑𝑠+ 𝜃𝜏 , (3.46)

где 𝑅1𝜏 = 𝑅1 − 𝜏𝐹 𝑇
1 𝑁𝐹1 − 𝜐𝑃1(𝐹3𝐹

𝑇
3 + 𝐼)𝑃1− 𝜏𝜐𝐹 𝑇

1 𝑁(𝐹2𝐹
𝑇
2 + 𝐼)𝑁𝐹1,

𝑅2𝜏 = 𝑅2−𝜏(𝐹 𝑇
2 𝑁𝐹2+

1
𝜐𝐼+𝜐𝐹

𝑇
1 𝑁𝐹3𝐹

𝑇
3 𝑁𝐹1+𝜐𝐹

𝑇
2 𝑁𝑁𝐹2+𝜐𝐹

𝑇
2 𝑁𝐹3𝐹

𝑇
3 𝑁𝐹2),

𝑅3𝜏 = 𝜏𝐹 𝑇
3 𝑁𝐹3+

1
𝜐𝐼+

3𝜏
𝜐 − 𝜏

𝜐𝑁)𝐼 . Следует отметить, что 𝑅1𝜏 , 𝑅2𝜏 , 𝑅3𝜏 - поло-

жительно определенные матрицы в силу выбора параметров алгоритма управле-

ния, 𝑄1, 𝑄2 и 𝜐.

Преобразуем (3.46)к виду:

𝑉̇ ≤ −𝜍𝑉 + 𝜃𝜏 (3.47)

где 𝜍 = 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑅1𝜏 )
𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃1)

. 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝜆𝑚𝑎𝑥) обозначает минимальное (максимальное) собствен-

ное число матрицы.

Решая неравенство (3.47) относительно 𝑉 получим

𝑉 ≤
(︂
𝑉 (0)− 𝜃𝜏

𝜍

)︂
𝑒𝜍𝑡 − 𝜃𝜏

𝜍
. (3.48)

С учетом 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃1)𝑒
2 ≤ 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃1)𝜀

𝑇𝜀 ≤ 𝑉 ограничим ошибку слежения:

|𝑒| ≤

√︃
1

𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃1)

[︂(︂
𝑉 (0)− 𝜃𝜏

𝜍

)︂
𝑒−𝜍𝑡 +

𝜃𝜏
𝜍

]︂
(3.49)

Из (3.49) следует, что закон управления (3.5), (3.9) обеспечивает выполнение

целевого условия (3.4) в момент времени 𝑇 с точностью

𝛿 =

√︃
1

𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃1)

[︂(︂
𝑉 (0)− 𝜃𝜏

𝜍

)︂
𝑒−𝜍𝑇 +

𝜃𝜏
𝜍

]︂
. (3.50)
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Асимптотически обеспечивается точность слежения

𝛿∞ =

√︃
1

𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃1)

𝜃𝜏
𝜍
. (3.51)

Из (3.49) следует выполнение целевого условия (3.4). Теорема доказана.

Стоит отметить, что оценка (3.49) достаточно грубая из-за используемых в

доказательстве оценок, но из (3.50) следует, что величина 𝛿 зависит от 𝜃𝜏 , кото-

рая зависит от ошибок квантизации Δ, величины возмущающего воздействия и

запаздывания 𝜏 .

3.2.3 Численный пример

Для иллюстрации работоспособности предложенного алгоритма управления

в условиях запаздывания в канале измерния проведем его компьютерное моде-

лирование на модели ректификационной колонны, описанной ранее.

Измерению доступны толька функции 𝑞𝑖(𝑦𝑖(𝑡)). Номинальная модель описы-

вается уравнениями:

(𝑝3 + 3𝑝2 + 3𝑝+ 1)𝑦𝑚1
(𝑡) = 0, 99(𝑡),

(𝑝3 + 3𝑝2 + 3𝑝+ 1)𝑦𝑚2
(𝑡) = 0, 01(𝑡),

Необходимо синтезировать систему управления, обеспечивающую выполне-

ние целевого условия (3.4)

Имерение выходного сигнала производится квантователями со следующими

параметрами:

Δ1 = 0.005, 𝜏1 = 0.015 𝑐,

Δ2 = 0.005, 𝜏2 = 0.015 𝑐.

Необходимо синтезировать систему управления, обеспечивающую выполне-

ние целевого условия (3.4)

Выберем 𝛼𝑖 = 20, 𝛽𝑖 = 1, 𝐾𝑖(𝑝) = 𝑝2 +12𝑝+35. Тогда закон управления (3.4)

примет вид
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𝑢𝑖 = −21(𝑝2 + 12𝑝+ 35)𝑒𝑖(𝑡).

Выберем 𝜎𝑖 = 30 и перепишем уравнение (3.9)

⎧⎨⎩ 𝜉1𝑖(𝑡) = 𝜉2𝑖(𝑡),

𝜉2𝑖 = 700(−𝜉1𝑖(𝑡)− 15𝜉2𝑖(𝑡) + 𝑒𝑖(𝑡)), 𝑖 = 1, 𝑁.

Результирующий закон управления примет вид

𝑢1(𝑡) = −21(302(−𝜉11(𝑡)− 15𝜉21(𝑡) + 𝑒1(𝑡) + 12 · 30𝜉21 + 35𝜉11),

𝑢2(𝑡) = −21(302(−𝜉12(𝑡)− 15𝜉22(𝑡) + 𝑒2(𝑡) + 12 · 30𝜉22 + 35𝜉12),

Зададим параметры объекта управления:

На рисунках 3.8, 3.9 приведены выходы эталонной модели и квантователей.

Рисунок 3.8 – Выход номинального объекта 𝑦𝑚1
(𝑡) и квантователя 𝑞1(𝑦1(𝑡))
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Рисунок 3.9 – Выход номинального объекта 𝑦𝑚2
(𝑡) и квантователя 𝑞2(𝑦2(𝑡))

На рисунках 3.10, 3.11 приведены выходы эталонной модели и объекта управ-

ления.

Рисунок 3.10 – Выход номинального объекта 𝑦𝑚1
(𝑡) и объекта управления 𝑦1(𝑡)
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Рисунок 3.11 – Выход номинального объекта 𝑦𝑚2
(𝑡) и объекта управления 𝑦2(𝑡)

На рисунках 3.12, 3.13 приведены ошибки слежения.

Рисунок 3.12 – Ошибка слежения 𝑒1(𝑡)
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Рисунок 3.13 – Ошибка слежения 𝑒2(𝑡)

Из результатов моделирования видно, что предложенный закон управления

обеспечивает слежение за заданной траекторией с ограниченной ошибкой сле-

жения, величина которой близка к величине шага квантования, в условиях за-

паздывания в канале измерения.
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Глава 4

Экспериментальное исследование разработанных алгоритмов управления

Данная глава посвящена синтезу системы управления двухроторным ме-

хатронным стендом и экспериментальной аппробации разработанных законов

управления [9], [16].

4.1 Математическая модель мехатронного стенда Twin Rotor MIMO

System

Для исследования и испытаний разработанных законов управления исполь-

зуем мехатронный стенд Twin Rotor MIMO System (TRMS). Данная установка

представляет собой модель вертолета с двумя степенями свободы и управлением

по рысканью и тангажу (рисунок 4.1) с помощью двигателей постоянного тока.

Рисунок 4.1 – Мехатронный стенд TRMS

Рассмотрим динамику стенда при движении в вертикальной плоскости на

основе второго закона Ньютона для вращательного движения:
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𝐽1𝜓 =𝑀1 −𝑀𝑔 −𝑀𝑓𝜓 −𝑀𝑔𝑦𝑟, (4.1)

где 𝐽1 – момент инерции при движении в вертикальной плоскости, 𝜓 – угол

отклонения от вертикали, 𝑀1 – момент сил, создаваемый тягой пропеллера, при-

водимого в движение двигателем, 𝑀𝑔 – момент сил, создаваемый силой тяжести,

𝑀𝑓𝜓 – момент силы трения, 𝑀𝑔𝑦𝑟 – гироскопический момент.

Нелинейная статическая характеристика исполнительного механизма описы-

вается уравнением

𝑀1 = 𝑎1𝜔
2
1 + 𝑏1𝜔1, (4.2)

где 𝑎1, 𝑏1 – положительные константы, 𝜔1 - скорость вращения ротора двигателя,

управляющего тангажом, связанная с входным напряжением выражением

𝜔1 =
𝑘1

𝑇11𝑝+ 1
𝑢1, (4.3)

где 𝑘1 – передаточное число двигателя, 𝑇11 - его постоянная времени, 𝑢1 - вход-

ное напряжение, 𝑝 = 𝑑/𝑑𝑡 – оператор дифференцирования.

Гравитационный момент определяется выражением:

𝑀𝑔 =𝑀 sin𝜓, (4.4)

где 𝑀 – момент силы тяжести.

Момент силы трения описывается выражением:

𝑀𝑓𝜓 = 𝐵1𝜓𝜓̇ +𝐵2𝜓𝑠𝑖𝑔𝑛𝜓̇, (4.5)

где 𝐵1, 𝐵2 - некоторые константы.

Гироскопический момент описывается выражением:
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𝑀𝑔𝑦𝑟 = 𝑘𝑔𝑦𝑟𝑀1𝜙̇ cos𝜓, (4.6)

где 𝑘𝑔𝑦𝑟 – некоторая положительная константа, 𝜙 – угол отклонения в горизон-

тальной плоскости (угол рысканья).

Таким образом, можем описать динамику движения в вертикальной плоско-

сти системой уравнений:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝜓̇ = 𝜔𝜓,

𝜔̇𝜓 = −𝑀𝑔1

𝐽1
𝑠𝑖𝑛𝜓 +

𝑀𝑔2

𝐽1
𝑐𝑜𝑠𝜓 −𝐵1𝜓𝜔𝜓−

𝐵2𝜓𝑠𝑖𝑔𝑛𝜔𝜓 +
𝑏1
𝐽1
𝜔1 +

𝑎1
𝐽1
𝜔2
1 +𝐾𝑔𝑦𝑀1𝜙̇𝑐𝑜𝑠𝜓.

(4.7)

Преобразуем систему к дифференциальному уравнению третьего порядка с

учетом (4.3)

𝜓(3) +𝐵1𝜓𝜓 = 𝜃1𝜓𝑘1𝑢1 + 𝑓𝜓,

𝑓𝜓 = 𝜃2𝜓𝑘1𝑢1 −
𝑀𝑔1

𝐽1
𝑐𝑜𝑠𝜓 − 𝑀𝑔2

𝐽1
𝑠𝑖𝑛𝜓 +𝐾𝑔𝑦𝑀1𝜙̇𝑐𝑜𝑠𝜓 +𝐵1𝜓𝑠𝑖𝑔𝑛𝜔𝜓,

(4.8)

где 𝜃1𝜓, 𝜃2𝜓 и 𝐵1𝜓 – коэффициенты полученные при переходе от (4.7) к (4.8), 𝑓𝜓

– функция возмущений, содержащая все нелинейный члены.

Рассмотрим математическую модель динамики при движении в горизонталь-

ной плоскости на основе второго закона Ньютона для вращательного движения:

𝐽2𝜙 =𝑀2 −𝑀𝐵𝜙 −𝑀𝑅, (4.9)

где 𝐽2 – момент инерции при вращении горизонтальной плоскости, 𝑀1 – мо-

мент сил, создаваемый приводом рысканья, 𝑀𝐵𝜙 – сила трения при движении в

горизонтальной плоскости, 𝑀𝑅 – момент силы реакции, апроксимируемый вы-

ражением
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𝑀𝑅 =
𝑘𝑐(𝑇0𝑝+ 1)

𝑇𝑝𝑝+ 1
𝜏1. (4.10)

Нелинейная статическая характеристика привода рысканья описывается

уравнением

𝑀2 = 𝑎2𝜔
2
1 + 𝑏2𝜔2, (4.11)

где 𝑎2, 𝑏2 – положительные константы, 𝜔2 – скорость вращения ротора двигателя

рысканья, связанная с входным напряжением выражением

𝜔1 =
𝑘2

𝑇21𝑝+ 1
𝑢2, (4.12)

где 𝑘2 – передаточное число двигателя, 𝑇21 – его постоянная времени, 𝑢2 – вход-

ное напряжение.

Опишем динамику движения в горизонтальной плоскости системой уравне-

ний:

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜙̇ = 𝜔𝜙,

𝜔̇𝜙 = −𝐵1𝜙𝜔𝜙 −𝐵2𝑠𝑖𝑔𝑛𝜔𝜙 +
𝑏2
𝐽2
𝜔2 +

𝑎2
𝐽2
𝜔2
2,

(4.13)

Преобразуем систему к дифференциальному уравнению третьего порядка с

учетом (4.12):

𝜙(3) +𝐵1𝜙𝜙 = 𝜃1𝜙𝑘2𝑢2 + 𝑓𝜙,

𝑓𝜙 = 𝜃2𝜓 +𝐵2𝜙𝑠𝑖𝑔𝑛𝜔𝜙 + 𝜌(𝜏1),
(4.14)

где 𝐵1𝜙, 𝐵2𝜙 и 𝜃1𝜙 – коэффициенты полученные при переходе от (4.13) к (4.14),

𝜌(𝜏1) – ограниченнная нелинейная функция, 𝑓𝜙 – нелинейная функция возмуще-

ний.

Таким образом, TRMS представляет собой многосвязную нелинейную стаци-

онарную систему с двумя входами и двумя выходами. Причем в данной системе

линейные составляющие можно явно отделить от нелинейных.
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Параметры системы указаны в таблице.

Параметр Значение

𝐼1 − момент инерции при движении в вертикальной плоскости 6.8 · 10−2кг · м2

𝐼2 − момент инерции при движении в горизонтальной плоскости 2 · 10−2кг · м2

𝑎1 − параметр статической характеристики 0.0135

𝑏1 − параметр статической характеристики 0.0924

𝑎2 − параметр статической характеристики 0.02

𝑏2 − параметр статической характеристики 0.09

𝑀𝑔 − гравитационный момент 0.32Н · м

𝐵1𝜓 − Параметр момента силы трения 6 · 10−3Н · м · с/рад

𝐵2𝜓 − Параметр момента силы трения 1 · 10−3Н · м · с2/рад

𝐵1𝜙 − Параметр момента силы трения 6 · 10−1Н · м · с/рад

𝐵2𝜙 − Параметр момента силы трения 1 · 10−2Н · м · с2/рад

𝑘𝑔𝑦𝑟 − параметр гироскопического момента 0.05с/рад

𝑘1 − передаточное число двигателя 1.1

𝑘1 − передаточное число двигателя 0.8

𝑇11 − параметр знаменателя передаточной функции двигателя 1.1

𝑇10 − параметр знаменателя передаточной функции двигателя 1

𝑇21 − параметр знаменателя передаточной функции двигателя 1

𝑇20 − параметр знаменателя передаточной функции двигателя 1

𝑇𝑝 − параметр момента сил реакции 2

𝑇0 − параметр момента сил реакции 2

𝑘𝑐 − передаточное число момента сил реакции −0.2

𝑢1 − входного напряжения -2.5 В ... 2,5 В

𝑢2 − входного напряжения -2.5 В ... 2,5 В

Структурная схема объекта управления изображена на рисунке 2.

Рисунок 4.2 – Структура TRMS
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4.2 Алгоритм управления

На основании полученной математической модели представим TRMS в виде

двух независимых подсистем в форме вход–состояние–выход, на которые дей-

ствуют возмущающие воздействия, включаю-щие в себя нелинейности моделей:

⎧⎨⎩ 𝑥̇𝜓 = 𝐴𝜓𝑥𝜓 +𝐵𝜓(𝑢𝜓 + 𝑓𝜓),

𝜓 = 𝐶𝜓𝑥𝜓,

⎧⎨⎩ 𝑥̇𝜙 = 𝐴𝜙𝑥𝜙 +𝐵𝜙(𝑢𝜙 + 𝑓𝜙),

𝜙 = 𝐶𝜙𝑥𝜙,
(4.15)

где

𝐴𝜓 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 1 0

0 −6 · 10−2 1.51

0 0 −0.91

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝐵𝜓 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0

0

1

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝐶𝑇
𝜓 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1

0

0

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝐴𝜙 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 1 0

0 −6 · 10−3 4.5

0 0 −1

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝐵𝜙 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0

0

0.8

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝐶𝑇
𝜙 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1

0

0

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑥𝜙 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜙

𝜙̇

𝜙

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑥𝜓 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜓

𝜓̇

𝜓

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Относительная степень каждого канала равна трем: 𝜌𝜓 = 3, 𝜌𝜙 = 3. Следо-

вательно необходимо синтезировать регуляторы второго порядка. Зададим пара-

метры регулятора следующим образом:

𝛼𝜓,𝜙 = 0.4, 𝛽𝜓,𝜙 = 0.1, 𝜎𝜓,𝜙 = 1, 𝐷(𝑝)𝜓,𝜙 = 5𝑝2 + 20𝑝+ 50.

𝐻𝜓,𝜙 =

⎛⎝ 0 1

−0.01 −100

⎞⎠ , 𝐺𝜓,𝜙 = [0 1]𝑇 .

Запишем наблюдатель по контуру тангажа 𝜓 и контуру рысканья 𝜙 в виде

⎛⎝𝜉1𝜓
𝜉2𝜓

⎞⎠ =

⎛⎝ 0 1

−0.01 −100

⎞⎠⎛⎝𝜉1𝜓
𝜉2𝜓

⎞⎠+

⎛⎝0

1

⎞⎠ 𝑒𝜓,
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⎛⎝𝜉1𝜙
𝜉2𝜙

⎞⎠ =

⎛⎝ 0 1

−0.01 −100

⎞⎠⎛⎝𝜉1𝜙
𝜉2𝜙

⎞⎠+

⎛⎝0

1

⎞⎠ 𝑒𝜙,

где 𝑒𝜓 = 𝜓 − 𝜓*, 𝑒𝜙 = 𝜙− 𝜙*, 𝜓* и 𝜙* – желаемые траектории по углам тангажа

и рыскания.

Принимая во внимание 3.5, сформируем законы управления следующим об-

разом:

𝑢𝜓 = −0.5(50𝜉2𝜓 + 200𝜉2𝜓 + 500𝜉1𝜓), 𝑢𝜙 = −0.5(50𝜙̇2𝜙 + 200𝜉2𝜙 + 500𝜉1𝜙)

4.3 Экспериментальные результаты для одноканальной системы

4.3.1 Режим стабилизации

В режиме стабилизации целью управления было поддержание угла танга-

жа в положении 0 рад. На рисунках 4.3 и 4.4 изображены желаемая траекто-

рия и выход квантователя при управлении предложенным алгоритмом и ПИД-

регулятором с шагом квантония 0,05 и 0,1, соответственно.

Рисунок 4.3 – Выход квантователя тангажа при шаге квантования Δ = 0, 05 рад
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Рисунок 4.4 – Выход квантователя тангажа при шаге квантования Δ = 0, 1 рад

На рисунках 4.5 и 4.6 изображены желаемая траектория и выход объекта

управления при использовании предложенного регулятора и ПИД-регулятора с

шагом квантования 0,05 рад и 0,1 рад, соответственно.

Рисунок 4.5 – Угол тангажа при шаге квантования Δ = 0, 05 рад
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Рисунок 4.6 – Угол тангажа при шаге квантования Δ = 0, 1 рад

На рисунке 4.7 изображены ошибки слежения в режиме стабилизации с ис-

пользованием предложенного регулятора с шагом квантования Δ = 0, 1 рад и

Δ = 0, 05 рад, соответственно.

Рисунок 4.7 – Ошибки слежения при шагах квантования Δ = 0, 1 рад и

Δ = 0, 05 рад
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Были апробированы алгоритмы адаптивной настройки шага квантования па-

раметров регулятора при управлении тангажом в режиме стабилизации. Алго-

ритм адаптации коэффициентов регулятора был задан следующим образом:

𝑘 =

∫︁ 𝑡

0

𝜒(𝑡),

𝑘 = 𝛼 + 𝛽,

𝜒(𝑡) =

⎧⎨⎩ 0, 𝑒(𝑡) ≤ 𝑒𝑚𝑎𝑥,

0.5, 𝑒(𝑡) > 𝑒𝑚𝑎𝑥,

𝜎 = 0.01𝑘2.

Алгоритм адаптации шага квантования был задан следующим образом:

𝜇 = 0.1𝑒
∫︀ 𝑡
0
𝜅(𝑠,𝑒)𝑑𝑠,

𝜅(𝑠, 𝑒) =

⎧⎨⎩ 0, 𝑒 ≤ 𝑒𝑚𝑎𝑥,

1, 𝑒 > 𝑒𝑚𝑎𝑥.

На рисунке 4.8 изображены задающее воздействие, выходной сигнал объек-

та управления и выход, измеряемый квантователем при адаптивной настройке в

режиме стабилизации. На рисунке 4.9 приведена ошибка слежения. На рисунках

4.10 и 4.11 изображены переходные процессы настройки регулятора и квантова-

теля, соответственно.
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Рисунок 4.8 – Выходные сигналы при адаптивной настройке в режиме

стабилизации

Рисунок 4.9 – Ошибка при адаптивной настройке в режиме стабилизации
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Рисунок 4.10 – Настройка коэффициентов регулятора в режиме стабилизации

Рисунок 4.11 – Настройка квантователя в режиме стабилизации

4.3.2 Слежение

В режиме слежения желаемая траектория была задана в виде мультигармо-

нического сигнала:

𝜓*(𝑡) = 0.2 sin 0.05𝑡+ 0.2 sin 0.025𝑡+ 0.2 sin 0.01𝑡,
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На рисунках 4.3 и 4.4 изображены желаемая траектория и выход квантова-

теля при управлении предложенным алгоритмом и ПИД-регулятором с шагом

квантония 0,05 рад и 0,1 рад, соответственно.

Рисунок 4.12 – Выход квантователя тангажа при шаге квантования Δ = 0, 05

рад

Рисунок 4.13 – Выход квантователя тангажа при шаге квантования Δ = 0, 1 рад
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На рисунках 4.5 и 4.6 изображены желаемая траектория и выход объекта

управления при использовании предложенного регулятора и ПИД-регулятора с

шагом квантония 0,05 рад и 0,1 рад, соответственно.

Рисунок 4.14 – Выход управления при шаге квантования Δ = 0, 05 рад

Рисунок 4.15 – Выход управления при шаге квантования Δ = 0, 1 рад

На рисунке 4.16 изображены ошибки слежения в режиме стабилизации с

использованием предложенного регулятора с шагом квантования Δ = 0, 1 рад и

Δ = 0, 05 рад, соответственно.



100

Рисунок 4.16 – Ошибки слежения при шагах квантования Δ = 0, 1 рад и

Δ = 0, 05 рад

Были апробированы алгоритмы адаптивной настройки шага квантования па-

раметров регулятора при управлении тангажом в режиме слежения. Алгоритмы

настройки были заданы аналогично алгоритмам настройки в режиме стабилиза-

ции.

На рисунке 4.17 приведены жедаемая траектория, выход объекта управления

и выход квантователя. На рисунке 4.18 изображена ошибка слежения.
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Рисунок 4.17 – Выходные сигналы при адаптивной настройке в режиме

слежения

Рисунок 4.18 – Ошибка при адаптивной настройке в режиме слежения

На рисунках 4.19 и 4.20 приведены переходные процессы настройки регуля-

тора и шага квантования, соответственно.
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Рисунок 4.19 – Настройка коэффициентов регулятора

Рисунок 4.20 – Настройка квантователя

4.4 Экспериментальные результаты для многосвязной системы

Разработанный регулятор был сравнен с ПИД-регулятором, предложенным

разработчиками TRMS в режиме слежения и стабилизации при управлении од-

ним и двумя каналами.



103

4.4.1 Стабилизация

В режиме стабилизации при управлении двумя каналами желаемое положе-

ние было задано как 0,4 рад для угла тангажа и -0,6 рад для угла рысканья.

На рисунке изображены выходы квантователя при шаге квантования 0,05. 𝜓*

и 𝜙* обозначают жалемые траектории для тангажа и рысканья соответственно,

𝜓𝑐 и 𝜙𝑐 - углы тангажа и рысканья при использовании предложенного регулято-

ра, 𝜓𝑃𝐼𝐷 и 𝜙𝑃𝐼𝐷 - углы тангажа и рысканья при использовании ПИД-регулятора.

Рисунок 4.21 – Выход квантователя тангажа при шаге квантования Δ = 0, 05

рад
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Рисунок 4.22 – Угол тангажа при шаге квантования Δ = 0, 05 рад

Рисунок 4.23 – Выход квантователя рысканья при шаге квантования Δ = 0, 05

рад



105

Рисунок 4.24 – Угол рысканья при шаге квантования Δ = 0, 05 рад

Рисунок 4.25 – Выход квантователя тангажа при шаге квантования Δ = 0, 1 рад
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Рисунок 4.26 – Выход квантователя рысканья при шаге квантования Δ = 0, 1

рад

На рисунках изображены ошибки слежения при шагах квантования Δ = 0, 05

рад и Δ = 0, 1 рад соответственно.

Рисунок 4.27 – Ошибки слежения в режиме стабилизации с Δ = 0, 05 рад
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Рисунок 4.28 – Ошибки слежения в режиме стабилизации с Δ = 0, 1 рад

Были апробированы алгоритмы адаптивной настройки шага квантования па-

раметров регулятора при управлении MIMO в режиме стабилизации. Алгоритм

адаптации коэффициентов регулятора и квантователя был задан аналогично ал-

горитму для SISO системы.

Выходные сигналы объекта управления, квантователей и желаемые траекто-

рии MIMO системы представлены на рисунках 4.29 и 4.30.

Рисунок 4.29 – Угол тангажа при адаптивной настройке в режиме стабилизации
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Рисунок 4.30 – Угол рысканья при адаптивной настройке в режиме

стабилизации

Ошибки слежения представлены на рисунке 4.31.

Рисунок 4.31 – Ошибка слежения при адаптивной настройке в режиме

стабилизации
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Рисунок 4.32 – Настройка коэффициентов регулятора в режиме стабилизации

Переходные процессы настройки регулятора и шага квантования приведены

на рисунках 4.32 и 4.33, соответственно.

Рисунок 4.33 – Настройка квантователя в режиме стабилизации

4.4.2 Слежение

В режиме слежения желаемая траектория была задана в виде смещенного

мультигармонического сигнала:
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𝜓*(𝑡) = 0, 4 + 0, 1 sin 3, 14𝑡+ 0, 1 sin 0, 18𝑡+ 0, 1 sin 0, 06𝑡,

𝜙*(𝑡) = 0, 35 sin 3, 14𝑡+ 0, 3 sin 0, 16𝑡+ 0, 3 sin 0, 03𝑡.

Рисунок 4.34 – Выход квантователя тангажа с шагом квантования Δ = 0, 05 рад

Рисунок 4.35 – Угол тангажа с шагом квантования Δ = 0, 05 рад
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Рисунок 4.36 – Выход квантователя рысканья с шагом квантования Δ = 0, 05

рад

Рисунок 4.37 – Угол рысканья с шагом квантования Δ = 0, 05 рад

Ошибки слежения изображены на рисунках 4.38, 4.39
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Рисунок 4.38 – Ошибки в режиме слежения с Δ = 0, 05 рад

Рисунок 4.39 – Ошибки в режиме слежения с Δ = 0, 1 рад

Были апробированы алгоритмы адаптивной настройки шага квантования па-

раметров регулятора при управлении многосвязной системой в режиме слеже-

ния. Алгоритм адаптации коэффициентов регулятора и квантователя был задан

аналогично алгоритму для одноканальной системы.

Выходные сигналы объекта управления, квантователя и желаемые траекто-

рии приведены на рисунках 4.40 и 4.41.
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Рисунок 4.40 – Выход тангажа при адаптивной настройке в режиме слежения

Рисунок 4.41 – Выход рысканья при адаптивной настройке в режиме слежения

Ошибки слежения приведены на рисунке 4.42.
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Рисунок 4.42 – Ошибки при адаптивной настройке в режиме слежения

Переходные процессы настройки коэффициентов регулятора и шага кванто-

вания приведены на рисунках 4.43 и 4.44, соответственно.

Рисунок 4.43 – Настройка коэффициентов в режиме слежения
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Рисунок 4.44 – Настройка квантователя в режиме слежения
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В диссертационной работе решена задача адаптивного и робастного управле-

ния по выходу линейными параметрически неопределенными системами в усло-

виях квантования по уровню выходного сигнала, запаздывания в канале измере-

ния и ограниченных внешних возмущающих воздействий.

Проведен обзор существующих подходов робастного и адаптивного управле-

ния параметрически неопределенными системами, функционирующими в усло-

виях квантования сигналов и возмущающих воздействий.

Решена задача управления одноканальным параметрически неопределенным

линейным объектом. Вектор состояния объекта управления полагается неизме-

римым. Выход объекта управления измеряется посредством квантователя, дис-

кретизирующего выходной сигнал по уровню. На вход объекта действует возму-

щающее воздействие. Доказано, что использование регулятора, синтезируемого

на основе метода последовательного компенсатора, обеспечивает экспоненци-

альную сходимость за конечное время ошибки слежения замкнутой системы

в ограниченную область, которая зависит от величин шага квантования и воз-

мущающих воздействий. Предложен алгоритм адаптивной настройки парамет-

ров регулятора с использованием полиномов Харитонова. Предложен алгоритм

адаптивной настройки шага квантования. Указанные алгоритмы обеспечивают

слежение за задающим сигналом с требуемой точностью. Данный результат был

распространен на случай наличия запаздывания в канале измерения. Получены

ограничения на запаздывание, при которых замкнутая система сохраняет устой-

чивость. Работоспособность и эффективность преложенных подходов продемон-

стрирована результатами компьютерного моделирования.

Полученные результаты былы обощены для класса многосвязных систем, со-

стоящих из известного количества одноканальных линенйых систем, связанных

перекрестными связями. Доказано, что использование регулятора, синтезируе-
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мого на основе метода последовательного компенсатора, обеспечивает экспонен-

циальную сходимость за конечное время ошибки слежения замкнутой системы

в ограниченную область, которая зависит от величин шага квантования, пере-

крестных связей и возмущающих воздействий. Получены ограничения на пере-

крестные связи, при которых замкнутая система будет сохранять свою устойчи-

вость. Рассмотрен случай наличия запаздывания в канале измерения, получены

ограничения на его величину, при которых замкнутая система сохраняет устой-

чивость. Работоспособность и эффективность преложенных подходов продемон-

стрирована результатами компьютерного моделирования.

На основе полученных теоретических результатов была разработана система

управления двухроторным мехатронным стендом "Twin Rotor MIMO System".

Получена математическая модель рассматриваемого объекта управления. Про-

ведено сравнение разработанного регулятора с ПИД-регулятором. Эксперимен-

тальные исследования подтвердили эффективность полученных теретических

результатов.
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