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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ èíòåí-

ñèâíîå ðàçâèòèå íàóêè è òåõíèêè ïðèâåëî ê ñóùåñòâåííîìó ïðîãðåññó â îáëà-

ñòè ìåõàòðîíèêè è ðîáîòîòåõíèêè. Â ÷àñòíîñòè, ïðîãðåññ â òàêèõ îáëàñòÿõ,

êàê ðàçðàáîòêà ýëåêòðîïðèâîäîâ, ðàçëè÷íûõ ñåíñîðîâ, äàò÷èêîâ è èçìåðè-

òåëüíûõ óñòðîéñòâ, à òàêæå òåõíîëîãèè ýíåðãîñáåðåæåíèÿ è ýíåðãîýôôåê-

òèâíîñòè îáåñïå÷èëè èíòåíñèâíîå ðàçâèòèå è âíåäðåíèå ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ,

ìíîãèå èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íî ëèáî ïîëíîñòüþ àâòîíîìíûìè. Â ìî-

áèëüíûõ ðîáîòàõ êàê â íàçåìíîé, òàê è â ìîðñêîé è àâèàöèîííîé ñôåðàõ

ïðèìåíåíèÿ àêòèâíî ñòàëè âíåäðÿòüñÿ èíòåãðèðîâàííûå ñèñòåìû óïðàâëå-

íèÿ äâèæåíèåì, ïîçâîëÿþùèå àâòîìàòèçèðîâàòü íåêîòîðûå çàäà÷è. Îäíèì èç

îñíîâíûõ ðåæèìîâ ðàáîòû àâòîíîìíûõ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ ÿâëÿåòñÿ äâèæå-

íèå âäîëü íàïåðåä çàäàííîé òðàåêòîðèè ñ îáåñïå÷åíèåì æåëàåìîé ñêîðîñòè.

Ïðîãðåññ â îáëàñòè òåõíèêè âåäåò çà ñîáîé ïîâûøåíèþ òðåáîâàíèé ê òàêèì

ñèñòåìàì è ñòàâèò íîâûå çàäà÷è ïåðåä ðàçðàáîò÷èêàìè ñèñòåì òðàåêòîðíîãî

óïðàâëåíèÿ.

Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ñóùåñòâóåò

áîëüøîå êîëè÷åñòâî íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ñèíòåçîì àëãîðèòìîâ

òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ. Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü èç íèõ ñòàâèò çàäà÷ó òðàåê-

òîðíîãî óïðàâëåíèÿ êàê çàäà÷ó ñëåæåíèÿ, ãäå òðàåêòîðèÿ çàäàåòñÿ ïàðàìåò-

ðè÷åñêè â ÿâíîì âèäå. Îäíàêî, ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè îäíèì èç

ñàìûõ ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû òðàåêòîðíî-

ãî óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå ñòàáèëèçàöèè ãåîìåòðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé â ïðî-

ñòðàíñòâå âûõîäîâ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ, òàê êàê äàííûå ìåòîäû îáåñïå÷è-

âàþò ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè ïðåäïèñàííîé òðàåêòîðèè. Ðàçâèòèþ òàêèõ

ìåòîäîâ òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì àïïàðàòà äèôôåðåíöèàëü-

íîé ãåîìåòðèè è ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîé ìîäåëè îáúåêòà óïðàâëåíèÿ ê çà-

äà÷íî îðèåíòèðîâàííûì êîîðäèíàòàì â ïðèñóòñòâèè âíåøíèõ âîçìóùåíèé è

ïîäâèæíûõ ïðåïÿòñòâèé ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.
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Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâ-

ëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà íîâûõ àëãîðèòìîâ òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ ìîáèëüíûìè

ðîáîòîòåõíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè íà îñíîâå ñòàáèëèçàöèè öåëåâûõ ìíîãîîáðà-

çèé â ïðîñòðàíñòâå âûõîäîâ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ ïðè óñëîâèè íàëè÷èÿ íåèç-

ìåðÿåìûõ âîçìóùàþùèõ âîçäåéñòâèé è íàëè÷èÿ ñòàöèîíàðíûõ è ïîäâèæíûõ

ïðåïÿòñòâèé â ðàáî÷åì ïðîñòðàíñòâå ìîáèëüíîãî ðîáîòà. À òàêæå ïðîâåäåíèå

ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïîëó÷åííûõ àëãîðèòìîâ íà áàçå ìîáèëüíî-

ãî ðîáîòà ¾Robotino¿ ïðîèçâîäñòâà êîìïàíèè ¾Festo Didactics¿.

Â ïðîöåññå äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ îòíîñèòåëüíî çàäàííîé

â íåÿâíîì âèäå òðàåêòîðèè ïðè íàëè÷èè íåèçìåðÿåìûõ âîçìóùàþùèõ âîç-

äåéñòâèé, íå òðåáóþùèé èçìåðåíèÿ ëèíåéíûõ ñêîðîñòåé.

2. Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ ïëîñêèì äâèæåíèåì

ïðè íàëè÷èè â ðàáî÷åì ïðîñòðàíñòâå ìîáèëüíîãî ðîáîòà ïîäâèæíûõ ïðåïÿò-

ñòâèé.

3. Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûì

äâèæåíèåì ïðè íàëè÷èè â ðàáî÷åì ïðîñòðàíñòâå ìîáèëüíîãî ðîáîòà ïîäâèæ-

íûõ ïðåïÿòñòâèé.

4. Ðåøåíà çàäà÷à ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ ìî-

áèëüíîé ðîáîòîòåõíè÷åñêîé ñèñòåìîé ¾Robotino¿ ïðîèçâîäñòâà ôèðìû ¾Festo

Didactics¿. Ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòû íà ðåàëüíîì ìîáèëüíîì ðîáîòå.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ïðè ïîëó÷åíèè òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ èñ-

ïîëüçîâàëèñü ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà, ìåòîäû äèôôåðåíöèàëüíîé è àíà-

ëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ðàçëè÷íûå ìåòîäû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, òåîðèè

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,

ëèíåéíîé àëãåáðû. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ñîâðåìåííîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ � ïàêåòîâ Matlab è Simulink,

ñèñòåìû àâòîìàòèçèðîâàíûõ âû÷èñëåíèé Mathcad, ñðåäà äëÿ ïðîãðàììèðî-

âàíèÿ ðîáîòîâ ROS (Robot Operating System); òåõíè÷åñêîãî îñíàùåíèÿ � ðî-
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áîòîòåõíè÷åñêîé óñòàíîâêè ¾Robotino¿ ïðîèçâîäñòâà ôèðìû ¾Festo Didactics¿,

îñíàùåííîé ñèñòåìîé ëîêàëüíîé íàâèãàöèè NorthStar, ïðåäîñòàâëåííîé êà-

ôåäðîé Ñèñòåì Óïðàâëåíèÿ è Èíôîðìàòèêè Óíèâåðñèòåòà ÈÒÌÎ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â ðàìêàõ ðàáîòû ðàçâèâàëèñü ìåòîäû ñèíòåçà ðåãó-

ëÿòîðîâ íà îñíîâå ìåòîäîëîãèé ïðåîáðàçîâàíèÿ ê çàäà÷íî-îðèåíòèðîâàííûì

êîîðäèíàòàì, ðàçðàáîòàííîé È.Â. Ìèðîøíèêîì [11, 12, 13, 50, 51, 53, 54, 55].

Íà îñíîâàíèè ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé áûëè ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ñèíòåçà

çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ ïëîñêèì òðàåêòîðíûì äâèæåíèåì äëÿ ìîáèëüíûõ ðîáî-

òîâ ïðè íàëè÷èè íåèçìåðÿåìûõ âíåøíèõ âîçìóùåíèé è ïðåïÿòñòâèé â ðàáî-

÷åì ïðîñòðàíñòâå ìîáèëüíîãî ðîáîòà. Ðàçðàáîòàíû âåðñèè îïèñàííûõ ðåãó-

ëÿòîðîâ, íå òðåáóþùèå èçìåðåíèÿ âåêòîðà ëèíåéíûõ ñêîðîñòåé. Òàêæå áûëè

ïîëó÷åíû çàêîíû óïðàâëåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ

äâèæåíèåì â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðè íàëè÷èè ïîäâèæíûõ îáúåêòîâ â

ðàáî÷åì ïðîñòðàíñòâå îáúåêòà óïðàâëåíèÿ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Òåîðåòè÷åñêàÿ

çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðàçðàáîòàííûå

àëãîðèòìû òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ áåç ïðÿìûõ èçìåðåíèé ñêîðîñòåé è ïðè

íàëè÷èè âíåøíèõ íåèçìåðÿåìûõ âîçìóùåíèé ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíî ïðè-

ìåíåíû äëÿ øèðîêîãî êëàññà ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ. Ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ

àëãîðèòìîâ ïîçâîëèò çíà÷èòåëüíî îñëàáèòü òðåáîâàíèÿ ê àïðèîðíîé èíôîð-

ìàöèè î ñâîéñòâàõ ñðåäû ôóíêöèîíèðîâàíèÿ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ; çíà÷èòåëü-

íî ñíèçèòü çàòðàòû íà ðàçðàáîòêó è èñïîëüçîâàíèå èçìåðèòåëüíîé òåõíèêè

äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìûõ äàííûõ ïðè ðåàëèçàöèè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ, ïî-

âûñèòü íàäåæíîñòü ñèñòåìû áëàãîäàðÿ óñòðàíåíèþ äîïîëíèòåëüíûõ ïîìåõ,

âûçâàííûõ èñïîëüçîâàíèåì äàò÷èêîâ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ èëè âû÷èñëèòå-

ëåé ïðîèçâîäíûõ âûõîäíîé ðåãóëèðóåìîé ïåðåìåííîé. Ïðåäëàãàåìûå àëãî-

ðèòìû óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì ïîäêðåïëåíû ñòðîãèì àíàëèòè÷åñêèì äîêàçà-

òåëüñòâîì óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòîé ñèñòåìû. Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïî-

ëó÷åííûõ ìåòîäîâ óïðàâëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè îáóñëîâëåíà ðàçâè-
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òèåì ïðîìûøëåííûõ ðîáîòîòåõíè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïîëó÷åííûå ìåòîäû ìîãóò

áûòü ïîëåçíû ïðè ïðîåêòèðîâàíèè àëãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿ ñòàíêàìè ñ ÷èñëî-

âûì ïðîãðàììíûì óïðàâëåíèåì, øàãàþùèìè ðîáîòàìè, ëåòàòåëüíûìè àïïà-

ðàòàìè è äðóãèìè ðîáîòîòåõíè÷åñêèìè óñòðîéñòâàìè, ðåøàþùèìè â ïðîöåññå

ñâîåé ðàáîòû òðàåêòîðíûå çàäà÷è.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Àëãîðèòì òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ âîçìóùåííûì îáúåêòîì óïðàâëå-

íèÿ, íå òðåáóþùèé èçìåðåíèÿ ëèíåéíûõ ñêîðîñòåé.

2. Àëãîðèòì òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ ïëîñêèì äâèæåíèåì ïðè íàëè÷èè

â ðàáî÷åì ïðîñòðàíñòâå ìîáèëüíîãî ðîáîòà ïðåïÿòñòâèé è ïîäâèæíûõ îáú-

åêòîâ.

3. Àëãîðèòì òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-

ñòâå ïðè íàëè÷èè â ðàáî÷åì ïðîñòðàíñòâå ìîáèëüíîãî ðîáîòà ïðåïÿòñòâèé è

ïîäâèæíûõ îáúåêòîâ.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â äèñ-

ñåðòàöèîííîé ðàáîòå, ïîäòâåðæäàåòñÿ ñòðîãîñòüþ äîêàçàòåëüñòâ óòâåðæäå-

íèé, êîððåêòíûì èñïîëüçîâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, ïðåäñòàâëåííû-

ìè â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé

ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ íà îñíîâå ìîáèëüíîãî ðîáîòà ¾Robotino¿ ïðîèç-

âîäñòâà êîìïàíèè ¾Festo Didactics¿, ïå÷àòíûìè ðàáîòàìè, à òàêæå ñòàòüÿìè

â ñáîðíèêàõ òðóäîâ ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèé.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Îñíîâíûå ðå-

çóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà 3 ìåæäóíàðîäíûõ è 4 ðîññèéñêèõ

êîíôåðåíöèÿõ:

� V Âñåðîññèéñêèé êîíãðåññ ìîëîäûõ ó÷åíûõ. Óíèâåðñèòåò ÈÒÌÎ, 2015.

[2]

� 1st IFAC Conference on Modeling, Identi�cation and Control of Nonlinear

Systems, Saint Petersburg, Russia, 2015. (1�àÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìîäåëèðîâàíèþ,

èäåíòèôèêàöèè è óïðàâëåíèþ íåëèíåéíûìè ñèñòåìàìè) [37]
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� XLV íàó÷íàÿ è ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ÍÈÓ ÈÒÌÎ, 2016

� XVIII êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Íàâèãàöèÿ è óïðàâëåíèå äâèæå-

íèåì¿, 2016

� 21th International Conference on Methods and Models in Automation and

Robotics, 2016 (21-ÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìåòîäàì è ìîäåëÿì â

àâòîìàòèêå è ðîáîòîòåõíèêå) [36]

� XIX êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Íàâèãàöèÿ è óïðàâëåíèå äâèæå-

íèåì¿, 2017

� 36th Chinese Control Conference, CCC, 2017 (36-ÿ Êèòàéñêàÿ êîíôåðåí-

öèÿ ïî óïðàâëåíèþ) [22]

Ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå Ñèñòåì óïðàâëåíèÿ è èíôîðìàòèêè Óíè-

âåðñèòåòà ÈÒÌÎ, ïîääåðæàíà Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèé-

ñêîé Ôåäåðàöèè (ïðîåêò 14.Z50.31.0031, ¾Ðîáàñòíûå è àäàïòèâíûå ñèñòåìû

óïðàâëåíèÿ, êîììóíèêàöèè è âû÷èñëåíèÿ¿) è ïðè ãîñóäàðñòâåííîé ôèíàí-

ñîâîé ïîääåðæêå âåäóùèõ óíèâåðñèòåòîâ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ñóáñèäèÿ

074�U01 ¾Íåëèíåéíîå è àäàïòèâíîå óïðàâëåíèå ñëîæíûìè ñèñòåìàìè¿, Ãîñ-

çàäàíèå 2014/190 ïðîåêò 2118 ¾Ðàçâèòèå ìåòîäîâ àäàïòèâíîãî è ðîáàñòíîãî

óïðàâëåíèÿ ñëîæíûìè íåëèíåéíûìè ñèñòåìàìè ñ ïðèìåíåíèåì ê ìåõàòðîí-

íûì è ðîáîòîòåõíè÷åñêèì ïðèëîæåíèÿì¿). Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîääåð-

æàíà ãðàíòîì Ïðàâèòåëüñòâà Ñàíêò�Ïåòåðáóðãà ïðè âûïîëíåíèè ïðîåêòà

¾Ðàçðàáîòêà è ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ àâòîíîìíûìè

ìîáèëüíûìè ðîáîòàìè¿. Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ â õîäå âûïîëíåíèÿ äèñ-

ñåðòàöèîííîé ðàáîòû ðåçóëüòàòîâ òàêæå ïîäòâåðæäàåòñÿ ñòðîãîñòüþ äîêà-

çàòåëüñòâ óòâåðæäåíèé è êîððåêòíûì èñïîëüçîâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî àï-

ïàðàòà, à òàêæå ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòîâ, ðåàëèçîâàííûõ ïðè ïîìîùè

ìîáèëüíîãî ðîáîòà ¾Robotino¿ ïðîèçâîäñòâà êîìïàíèè ¾Festo Didactics¿.

Ëè÷íûé âêëàä. Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè è îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âû-

íîñèìûå íà çàùèòó, îòðàæàþò ïåðñîíàëüíûé âêëàä àâòîðà â îïóáëèêîâàí-

íûå ðàáîòû. Ñîèñêàòåëåì áûë ðàçðàáîòàí àëãîðèòì òðàåêòîðíîãî óïðàâëå-
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íèÿ ïëîñêèì äâèæåíèåì ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ ïðè íàëè÷èè âíåøíèõ íåèçìåðÿ-

åìûõ âîçìóùåíèé. Ñîèñêàòåëåì òàêæå áûë ðàçðàáîòàí àëãîðèòì òðàåêòîð-

íîãî óïðàâëåíèÿ ìîáèëüíûìè ðîáîòàìè ïðè íàëè÷èè â ðàáî÷åì ïðîñòðàí-

ñòâå ðîáîòà (íà çàäàííîé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ) ñòàòè÷åñêèõ è/èëè ïîäâèæ-

íûõ ïðåïÿòñòâèé. Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ áûëè

àïðîáèðîâàíû ñîèñêàòåëåì íà áàçå ìîáèëüíîãî ðîáîòà ¾Robotino¿ ïðîèçâîä-

ñòâà êîìïàíèè ¾Festo Didactics¿.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 9 ðàáî-

òàõ, âêëþ÷àÿ 4 ñòàòüè â æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â ïåðå÷íè ÂÀÊ [14, 15, 16, 17],

1 ñòàòüþ â ñáîðíèêå òðóäîâ êîíôåðåíöèè, âõîäÿùóþ â ÐÈÍÖ [2], è 4 ñòà-

òüè â ñáîðíèêàõ òðóäîâ êîíôåðåíöèé, èíäåêñèðóåìûõ â ñèñòåìå öèòèðîâàíèÿ

Scopus [22, 28, 36, 37].

Îáúåì è ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòû-

ðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâ-

ëÿåò 109 ñòðàíèö, âêëþ÷àÿ 42 ðèñóíêà è 7 òàáëèö. Áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò

67 íàèìåíîâàíèé.
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1 Îáçîð ñóùåñòâóþùèõ ðåøåíèé è àíàëèç ìîäåëåé ìîáèëüíûõ

ðîáîòîâ

1.1 Îáçîð ìåòîäîâ òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ

Çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûì äâèæåíèåì ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì

ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà äâå ïîäãðóïïû. Ê ïåðâîé ïîäãðóïïå îòíîñÿò-

ñÿ çàäà÷è îáåñïå÷åíèÿ çàäàííîãî ïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå. Ê òàêèêì ñè-

ñòåìàì, íàïðèìåð, îòíîñÿòñÿ ñèñòåìû äèíàìè÷åñêîãî ïîçèöèîíèðîâàíèÿ íàä-

âîäíûõ ñóäîâ, ñèñòåìû ñòàáèëèçàöèè ïîëîæåíèÿ ïðèåìíûõ àíòåíí è äðóãèå

àíàëîãè÷íûå òåõíè÷åñêèå ñèñòåìû. Îáùèì óñëîâèåì äëÿ íèõ ÿâëÿåòñÿ òî,

÷òî ýòè ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è ôîðìóëèðóþòñÿ ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ

êàê çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè. Â ïðîòèâîâåñ ýòîé ïîäãðóïïå åñòü êðóã çàäà÷, â êî-

òîðûõ íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü çàäàííîå äâèæåíèå â ïðîñòðàíñòâå. Ýòè çàäà÷è

ôîðìóëèðóþòñÿ óæå êàê çàäà÷è ñëåæåíèÿ. Òàêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîçâîëÿåò

âûäåëèòü îòëè÷èòåëüíûå îñîáåííîñòè ïîäõîäîâ. Çàäà÷è ñëåæåíèÿ ïîäðàçó-

ìåâàþò ïîä ñîáîé íàëè÷èå íåêîòîðîãî ýòàëîííîãî ñèãíàëà, êîòîðûé äîëæåí

áûòü ïîâòîðåí. Äëÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûì äâèæåíèåì òàêèì

ñèãíàëîì ÿâëÿåòñÿ æåëàåìàÿ òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ � êðèâàÿ â ïðîñòðàí-

ñòâå, ïî êîòîðîé äîëæåí ïåðåìåùàòüñÿ îáúåêò óïðàâëåíèÿ. Òàê êàê â êà÷åñòâå

îáúåêòîâ óïðàâëåíèÿ âûñòóïàþò ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû, ïåðåäâèãàþùèåñÿ â

òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, òî èõ ìîæíî óñëîâíî íàçâàòü ìíîãîêàíàëüíûìè

äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Â ðàáîòå â êà÷åñòâå îáúåêòîâ óïðàâëåíèÿ ðàñ-

ñìîòðåí îäèí èç ïðîñòåéøèé êëàññîâ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì � ìîáèëüíûå

ñèñòåìû. Ýòî ìîãóò áûòü ìîáèëüíûå ðîáîòû, áåñïèëîòíûå ëåòàòåëüíûå àï-

ïàðàòû, èíòåãðèðîâàííûå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì àâèàöèîííîãî è

ìîðñêîãî íàçíà÷åíèÿ è ò.ï. Äàëåå áóäóò ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû,

ïîëó÷åííûå â îáëàñòè ñèíòåçà àëãîðèòìîâ òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ è ïðè-

âåäåí àíàëèç ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé îáúåêòîâ óïðàâëåíèÿ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì îñíîâíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿ
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òðàåêòîðíûì äâèæåíèåì. Âîîáùå ãîâîðÿ, èñòîðè÷åñêè ñëîæèëîñü, ÷òî ïåðâî-

íà÷àëüíî òðàåêòîðíûå çàäà÷è ôîðìóëèðîâàëèñü êàê çàäà÷è ñëåæåíèÿ. Òî÷-

êà, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçîâàëà æåëàåìîå ïîëîæåíèå, äâèãàëàñü âäîëü çàäàííîé

òðàåêòîðèè, à ðåãóëÿòîð âûðàáàòûâàë óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå, ÷òîáû ñâå-

ñòè íåâÿçêó ìåæäó òåêóùèì ïîëîæåíèåì è çàäàííûì ê íóëþ. Â çàâèñèìîñòè

îò òîãî, êàê ïàðàìåòðèçîâàëàñü æåëàåìàÿ òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ, âûäåëèëîñü

äâà íàïðàâëåíèÿ ðàçâèòèÿ. Äëÿ ïåðâîé ãðóïïû õàðàêòåðíà ïàðàìåòðèçàöèÿ

òðàåêòîðèè âðåìåíåì [3, 48, 63, 64] , òî åñòü òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ çàäàâàëàñü

â âèäå

S : x(t), y(t), z(t).

Â ðàáîòå [18] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è ìîæåò ïðèâå-

ñòè ê óõóäøåíèþ êà÷åñòâà ðåãóëèðîâàíèÿ ïðè íàëè÷èå ó îáúåêòà óïðàâëåíèÿ

íåóñòîé÷èâîé íóëü-äèíàìèêè. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ ìîæíî ïðåîäîëåòü, åñëè ïà-

ðàìåòðèçîâàòü æåëàåìóþ òðàåêòîðèþ êàêèì-ëèáî ïàðàìåòðîì, ê ïðèìåðó, åå

äëèíîé. Òàêèì îáðàçîì, òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ çàäàåòñÿ â âèäå

S : x(s), y(s), z(s),

ãäå s � íåêîòîðûé ïàðàìåòð. Ýòî îïðåäåëèëî íå òîëüêî ðàçâèòèå ìåòîäîâ

óïðàâëåíèÿ, íî è ñèëüíî ïîâëèÿëî íà ìåòîäû ïëàíèðîâàíèÿ òðàåêòîðèé, òàê

êàê äëÿ òàêîãî ïîäõîäà æåëàòåëüíî ïîëó÷èòü òðàåêòîðèþ ñðàçó â âèäå ïà-

ðàìåòðèçîâàííîé ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé. Íà òåêóùèé ìîìåíò ýòîò ïîäõîä

îñòàåòñÿ äîìèíèðóþùèì â îáëàñòè óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì è ïîëó÷èë ìíîæå-

ñòâî ðàçëè÷íûõ âàðèàöèé. Îäíèì èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ ñòàë ïîäõîä, íàçû-

âàåìûé LOS (Line-Of-Sight) [25, 27, 33, 34], îñíîâàííûé íà ôîðìàëèçàöèè

äåéñòâèé ðóëåâîãî ïðè óïðàâëåíèè ñóäíîì. Êðîìå òîãî, äîâîëüíî øèðîêî èñ-

ïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå âèðòóàëüíîãî òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà [45, 46]. Âèðòóàëü-

íîå òðàíñïîðòíîå ñðåäñòâî ñâÿçàíî ñ äâèæåíèåì ðåàëüíîãî îáúåêòà óïðàâëå-

íèÿ ÷åðåç íåêîòîðûå àáñòðàêòíûå ñâÿçè. Ýòîò ìåòîä ëåãêî ðåàëèçóåò äâèæå-

íèå âäîëü ïîëèíîìèàëüíûõ êðèâûõ, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ëó÷øåå ïëàíèðî-

âàíèå è áîëåå òî÷íîå ñëåäîâàíèå òðàåêòîðèè. Ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ñèñòåì
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óïðàâëåíèÿ â âèäå ñëåäÿùåé ñèñòåìû äîñòàòî÷íî õîðîø, îí èìååò íèçêóþ

àëãîðèòìè÷åñêóþ ñëîæíîñòü, õîðîøåå êà÷åñòâî ðåãóëèðîâàíèÿ, íî íå îáåñ-

ïå÷èâàåò ñâîéñòâà èíâàðèàíòíîñòè òðàåêòîðèè. ×òîáû äîáèòüñÿ ýòîãî ñâîé-

ñòâà ïîÿâèëèñü àëüòåðíàòèâíûå ïîäõîäû ê çàäà÷å ñèíòåçà çàêîíîâ óïðàâëå-

íèÿ òðàåêòîðíûì äâèæåíèåì. Ýòîò ïîäõîä îñíîâàí íà ñòàáèëèçàöèè ãåîìåò-

ðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé â ïðîñòðàíñòâå âûõîäîâ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ. Òàêîé

ïîäõîä ôîðìóëèðóåò çàäà÷ó òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ êàê çàäà÷ó ñòàáèëèçà-

öèè àòòðàêòîðà â ïðîñòðàíñòâå âûõîäîâ, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåì çàäàííîé

êðèâîé (ñì. ðèñóíîê 1). Èìåííî ïîýòîìó òàêèå ìåòîäû ðàáîòàþò ñ ïðåäñòàâ-

ëåíèåì òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ â âèäå íåÿâíûõ êðèâûõ [24, 29, 39, 62, 65, 67],

çàäàþùèõ óðàâíåíèå ñâÿçè âûõîäîâ.

Ðèñóíîê 1 � Æåëàåìàÿ òðàåêòîðèÿ êàê àòòðàêòîð.

Ïåðâîíà÷àëüíî òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è áûëà ñäåëàíà â ðàáîòå [23], ãäå

îíà èñïîëüçîâàëàñü äëÿ ñòàáèëèçàöèè êîëåáàíèé. Äàííûé ïîäõîä íàøåë ðàç-

âèòèå â ðàáîòàõ òàêèõ îòå÷åñòâåííûõ àâòîðîâ, êàê À. À. Êîëåñíèêîâ [10],

ïðåäëîæèâøèé êîíöåïöèþ ñèíåðãåòè÷åñêîãî àíàëèçà è ñèíòåçà îáúåêòîâ óïðàâ-

ëåíèÿ, è È. Â. Ìèðîøíèê [1, 11, 12, 35, 50, 51, 52, 53], ðàçðàáîòàâøåãî ìå-

òîäîëîãèþ íà îñíîâå äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà è ìåòîäà

ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîäåëåé ê çàäà÷íî îðèåíòèðîâàííûì êîîðäèíàòàì, êîòîðàÿ
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ïîëó÷èëà ðàçâèòèå â ðàáîòàõ [4, 5, 6, 7, 8, 43, 44]. Èìåííî äàííûé ïîä-

õîä áûë âçÿò çà îñíîâó òåõ ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå ïîëó÷åíû â ýòîé ðàáîòå

[2, 14, 15, 16, 17, 22, 36, 37, 28]. Èç ïîñëåäíèõ àêòóàëüíûõ çàðóáåæíûõ ðà-

áîò ìîæíî âûäåëèòü ðàáîòû êàíàäñêèõ ó÷åíûõ [19, 20, 38, 49, 56] â îáëàñòè

ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðíûõ ðåãóëÿòîðîâ íà îñíîâå òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåàðèçà-

öèè. Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ, äàííûé ïîäõîä äàåò òàêèå æå ðåçóëüòà-

òû, êàê è ìåòîä çàäà÷íî îðèåíòèðîâàííûõ êîîðäèíàò. Îí áàçèðóåòñÿ íà ïðå-

îáðàçîâàíèè èñõîäíîé äèíàìèêè îáúåêòà óïðàâëåíèÿ íà òðàíñâåðñàëüíóþ è

òàíãåíöèàëüíóþ êîìïîíåíòû è äàëüíåéøåì íåçàâèñèìûì óïðàâëåíèåì êàæ-

äîé ÷àñòüþ. Åùå îäíèì ðàçâèâàþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçà-

öèÿ ìíîæåñòâ íà îñíîâå ïàññèôèêàöèè [30, 31, 32, 40, 42, 61], à òàêæå íà

îñíîâå ìåòîäîâ âåêòîðíîãî ïîëÿ [47, 66].

Âòîðîé çàäà÷åé, ðàññìàòðèâàåìîé â ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à òðàåêòîðíîãî

óïðàâëåíèÿ ïðè íàëè÷èè â ðàáî÷åé îáëàñòè ðîáîòà ñòàòè÷åñêèõ ëèáî ïîäâèæ-

íûõ ïðåïÿòñòâèé [13], ÿâëÿþùàÿñÿ åñòåñòâåííûì ðàñøèðåíèåì îáûêíîâåí-

íîé çàäà÷è òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ. Äàííàÿ çàäà÷à â ñëó÷àå ïîäâèæíîãî

ïðåïÿòñòâèÿ îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî òðàåêòîðèÿ çàäàåòñÿ â ïîäâèæíîì áàçèñå

ñâÿçàííîì ñ öåëüþ, êîòîðóþ íåîáõîäèìî îòñëåæèâàòü. Ïîäîáíûì îáðàçîì

ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü ðàçëè÷íûå àêòóàëüíûå çàäà÷è, ñòîÿùèå ïåðåä ó÷åíû-

ìè è èíæåíåðàìè. Ê ïðèìåðó, çàäà÷à îáúåçäà íåñòàöèîíàðíûõ ïðåïÿòñòâèé,

çàäà÷à ñîïðîâîæäåíèÿ ëåòàòåëüíûì àïïàðàòîì íàçåìíîãî îáúåêòà, ðàçíîîá-

ðàçíûå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ìíîãîàãåíòíûìè ñèñòåìàìè ïðè ðàññìîòðåíèè îò-

íîñèòåëüíîé äèíàìèêè è ò.ï. Âîîáùå ãîâîðÿ, çàäà÷à óïðàâëåíèå îòíîñèòåëüíî

âíåøíèõ ïîäâèæíûõ îáúåêòîâ â ïîñëåäíåå âðåìÿ ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå àêòó-

àëüíîé, òàê êàê ñîâðåìåííîå ðàçâèòèå ìîáèëüíîé ðîáîòîòåõíèêè è ðàçíîîá-

ðàçíûõ äàò÷èêîâ ïîçâîëÿþò êîíñòðóèðîâàòü ðåàëüíûå ñèñòåìû òàêîãî òèïà

è íà íèõ ïîÿâëÿåòñÿ ñïðîñ â ïðîìûøëåííîñòè. Êàê ïðàâèëî, äëÿ ðåøåíèÿ

òàêèõ çàäà÷ òàêæå èñïîëüçóþòñÿ, â îñíîâíîì, ìåòîäû ñèíòåçà ðåãóëÿòîðîâ,

êàê ñëåäÿùåé ñèñòåìû [41, 57, 58, 60], íî òàêæå íàõîäÿò ñâîå ìåñòî ìåòîäû
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îñíîâàííûå íà ñòàáèëèçàöèè ìíîãîîáðàçèé [4, 5, 13, 59].

1.2 Àíàëèç ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé êîëåñíûõ ìîáèëü-

íûõ ðîáîòîâ

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿùåí àíàëèçó ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé êîëåñíûõ ìî-

áèëüíûõ ðîáîòîâ [21, 26]. Êîëåñíûé ìîáèëüíûé ðîáîò ÿâëÿåòñÿ êîëåñíûì

òðàíñïîðòíûì ñðåäñòâîì, êîòîðîå ñïîñîáíî ê àâòîíîìíîìó äâèæåíèþ (áåç

âíåøíåãî âîäèòåëÿ), ïîòîìó ÷òî îíî îáîðóäîâàíî ïðèâîäàìè, êîòîðûå ïðèâî-

äÿòñÿ â äåéñòâèå áîðòîâûì êîìïüþòåðîì.

Öåëü ýòîãî ðàçäåëà � äàòü îáùåå è óíèôèöèðîâàííîå îïèñàíèå ïðîáëåì

ìîäåëèðîâàíèÿ êîëåñíûõ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ. Â ëèòåðàòóðå èìåþòñÿ íåêî-

òîðûå ïðèìåðû âûâîäà êèíåìàòè÷åñêèõ è / èëè äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé ìî-

áèëüíûõ ðîáîòîâ äëÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ ïðîòîòèïîâ. Çäåñü ïðèíèìàåòñÿ

áîëåå îáùàÿ òî÷êà çðåíèÿ è ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùèé êëàññ êîëåñíûõ ìîáèëü-

íûõ ðîáîòîâ ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì êîëåñ ðàçíûõ òèïîâ è êîíñòðóêöèé ïðè-

âîäîâ. Öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óêàçàòü ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà êèíåìàòè÷å-

ñêîé è äèíàìè÷åñêîé ìîäåëåé ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé ïîäâèæíîñòè ìîáèëüíûõ

ðîáîòîâ. Ââåäÿ ïîíÿòèÿ ñòåïåíè ìîáèëüíîñòè è ñòåïåíè óïðàâëÿåìîñòè, áó-

äåò ïîêàçàíî, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ êîíñòðóêöèé ðîáîòîâ

è êîíôèãóðàöèé êîëåñ, âñå ìíîæåñòâî êîëåñíûõ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ ìîæíî

ðàçäåëèòü íà ïÿòü êëàññîâ.

Îïèñàíèå ðîáîòà

Áåç ñóùåñòâåííîé ïîòåðè îáùíîñòè è ñ öåëüþ ìàêñèìàëüíîãî óïðîùåíèÿ

ìàòåìàòè÷åñêèõ âûêëàäîê áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èçó÷àåìûå ìîáèëüíûå

ðîáîòû ñîñòîÿò èç æåñòêîé òåëåæêè, ñíàáæåííîé íåäåôîðìèðóåìûìè êîëå-

ñàìè è äâèæóùåéñÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Ïîëîæåíèå ðîáîòà â ïëîñ-

êîñòè îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ðèñ 2). Ïðîèçâîëüíàÿ èíåðöèàëüíàÿ
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îïîðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò b ôèêñèðóåòñÿ â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ, à ñèñòåìà

êîîðäèíàò m ïðèêðåïëÿåòñÿ ê ìîáèëüíîìó ðîáîòó. Ïîëîæåíèå ðîáîòà ìîæåò

Ðèñóíîê 2 � Êîîðäèíàòû ïîëîæåíèÿ.

áûòü îïèñàíî â òåðìèíàõ äâóõ êîîðäèíàò x, y íà÷àëà P ïîäâèæíîé ñèñòåìû

êîîðäèíàò è óãëà îðèåíòàöèè ϑ ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî

îïîðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â òî÷êå O. Îòñþäà, ïîëîæåíèå ðîáîòà

çàäàåòñÿ ïðè ïîìîùè (3× 1) âåêòîðà

ξ =


x

y

ϑ

 (1.1)

è ïîâîðîòíîé ìàòðèöû, õàðàêòåðèçóþùåé îðèåíòàöèþ îïîðíîé ñèñòåìû êî-

îðäèíàò îòíîñèòåëüíî ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò âèäà

R(ϑ) =


cosϑ sinϑ 0

− sinϑ cosϑ 0

0 0 1

 . (1.2)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âî âðåìÿ äâèæåíèÿ ïëîñêîñòü êàæäîãî êîëåñà îñòà-

åòñÿ âåðòèêàëüíîé, à êîëåñî âðàùàåòñÿ âîêðóã ñâîåé (ãîðèçîíòàëüíîé) îñè,

îðèåíòàöèÿ êîòîðîé ïî îòíîøåíèþ ê òåëåæêå ìîæåò áûòü ôèêñèðîâàíîé èëè

ïåðåìåííîé. Áóäåì ðàçëè÷àòü äâà îñíîâíûõ êëàññà èäåàëèçèðîâàííûõ êîëåñ,
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à èìåííî îáû÷íûå êîëåñà è øâåäñêèå êîëåñà. Â êàæäîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãà-

åòñÿ, ÷òî êîíòàêò ìåæäó êîëåñîì è çåìëåé ñâîäèòñÿ ê îäíîé òî÷êå ïëîñêîñòè.

Äëÿ îáû÷íîãî êîëåñà êîíòàêò ìåæäó êîëåñîì è çåìëåé äîëæåí óäîâëå-

òâîðÿòü êàê óñëîâèÿì ÷èñòîé ïðîêàòêè, òàê è íåñêîëüçêèì äâèæåíèåì. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ñêîðîñòü òî÷êè êîíòàêòà ðàâíà íóëþ è ÷òî äâå êîìïîíåíòû, ïà-

ðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè êîëåñà è îðòîãîíàëüíûå ýòîé ïëîñêîñòè, ðàâíû íóëþ.

Äëÿ øâåäñêîãî êîëåñà òîëüêî îäíà ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè òî÷êè êîíòàê-

òà êîëåñà ñ çåìëåé äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ âäîëü äâèæåíèÿ. Íàïðàâëåíèå

ýòîé íóëåâîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè àïðèîðíî ïðîèçâîëüíî, íî ôèêñèðîâàíî

îòíîñèòåëüíî îðèåíòàöèè êîëåñà.

Òåïåðü ïîëó÷èì â ÿâíîì âèäå âûðàæåíèÿ îãðàíè÷åíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ

òèïîâ êîëåñ.

Ôèêñèðîâàííûå êîëåñà

Öåíòð çàôèêñèðîâàííîãî êîëåñà A ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííîé òî÷êîé íà

òåëåæêå (ðèñóíîê 3). Ïîëîæåíèå òî÷êè A â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

õàðàêòåðèçóåòñÿ ïðè ïîìîùè ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò, ò.å. ðàññòîÿíèÿ l îò òî÷êè

A äî òî÷êè P è óãëà α. Îðèåíòàöèÿ ïëîñêîñòè êîëåñà îòíîñèòåëüíî l îïè-

ñûâàåòñÿ ïîñòîÿííûì óãëîì β. Óãîë ïîâîðîòà êîëåñà âîêðóã ñâîåé (ãîðèçîí-

òàëüíîé) îñè îáîçíà÷åí êàê ϕ, à ðàäèóñ êîëåñà îáîçíà÷åí êàê r. Ïîëîæåíèå

Ðèñóíîê 3 � Çàôèêñèðîâàííîå èëè ðóëåâîå êîëåñî.

êîëåñà, òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷åòûðüìÿ êîíñòàíòàìè α, β, l, r, à

åãî äâèæåíèå � ïåðåìåííûì óãëîì ϕ(t). Ïðè òàêîì îïèñàíèè êîìïîíåíòû
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ñêîðîñòè òî÷êè êîíòàêòà êîëåñà ëåãêî ðàññ÷èòûâàåòñÿ è ìîãóò áûòü âûâåäå-

íû ñëåäóþùèå äâà îãðàíè÷åíèÿ:

• â ïëîñêîñòè êîëåñà[
− sin(α + β) cos(α + β) l cos β

]
R(ϑ)ξ̇ + rϕ̇ = 0; (1.3)

• â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé ïëîñêîñòè êîëåñà[
cos(α + β) sin(α + β) l sin β

]
R(ϑ)ξ̇ = 0. (1.4)

Ðóëåâûå êîëåñà

Ðóëåâîå êîëåñî òàêîâî, ÷òî äâèæåíèå ïëîñêîñòè êîëåñà îòíîñèòåëüíî òå-

ëåæêè � ýòî ïîâîðîò âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð

êîëåñà (ðèñóíîê 3). Îïèñàíèå òàêîå æå, êàê è äëÿ íåïîäâèæíîãî êîëåñà, çà

èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî òåïåðü óãîë β íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì, à èçìåíÿåòñÿ

ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Ïîëîæåíèå êîëåñà õàðàêòåðèçóåòñÿ òðåìÿ êîíñòàíòàìè:

l, α, r, à åãî äâèæåíèå îòíîñèòåëüíî òåëåæêè � äâóìÿ ïåðåìåííûìè óãëàìè

β(t) è ϕ(t). Îãðàíè÷åíèÿ èìåþò òîò æå âèä, ÷òî è âûøå, ò.å.[
− sin(α + β) cos(α + β) l cos β

]
R(ϑ)ξ̇ + rϕ̇ = 0, (1.5)[

cos(α + β) sin(α + β) l sin β
]
R(ϑ)ξ̇ = 0. (1.6)

Íàïðàâëÿþùèå êîëåñà

Íàïðàâëÿþùåå êîëåñî � ýòî êîëåñî, êîòîðîå ìîæåò ìåíÿòü îðèåíòàöèþ

îòíîñèòåëüíî òåëåæêè, íî âðàùåíèå ïëîñêîñòè êîëåñà ïðîèñõîäèò âîêðóã âåð-

òèêàëüíîé îñè, êîòîðàÿ íå ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð êîëåñà (ðèñóíîê 4). Â ýòîì

ñëó÷àå îïèñàíèå êîíôèãóðàöèè êîëåñà òðåáóåò áîëüøå ïàðàìåòðîâ. Öåíòð êî-

ëåñà îáîçíà÷åí B è ñîåäèíåí ñ òåëåæêîé òâåðäûì ñòåðæíåì îò òî÷êè A ê òî÷-

êå B ïîñòîÿííîé äëèíû d, êîòîðûé ìîæåò âðàùàòüñÿ âîêðóã ôèêñèðîâàíîé
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Ðèñóíîê 4 � Íàïðàâëÿþùåå êîëåñî.

âåðòèêàëüíîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A. Ñàìà òî÷êà A çàôèêñèðîâàíà

íà òåëåæêå, åå ïîëîæåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè

l è α. Âðàùåíèå ñòåðæíÿ ïî îòíîøåíèþ ê òåëåæêå ïðåäñòàâëåíî óãëîì β è

ïëîñêîñòü êîëåñà âûðîâíåíà ñ d.

Ïîëîæåíèå êîëåñà îïèñûâàåòñÿ ÷åòûðüìÿ êîíñòàíòàìè α, l, r, d, à åãî

äâèæåíèå � äâóìÿ ïåðåìåííûìè óãëàìè β(t) è ϕ(t). Ïðè òàêèõ îáîçíà÷åíèÿõ

îãðàíè÷åíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:[
− sin(α + β) cos(α + β) l cos β

]
R(ϑ)ξ̇ + rϕ̇ = 0, (1.7)[

cos(α + β) sin(α + β) d+ l sin β
]
R(ϑ)ξ̇ + dβ̇ = 0. (1.8)

Øâåäñêèå êîëåñà

Ïîëîæåíèå øâåäñêîãî êîëåñà îòíîñèòåëüíî òåëåæêè îïèñûâàåòñÿ, êàê è â

ñëó÷àå ôèêñèðîâàííîãî êîëåñà, òðåìÿ ïîñòîÿííûìè ïàðàìåòðàìè α, β, l. Äî-

ïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð, íåîáõîäèìûé ÷òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü íàïðàâëåíèå

íóëåâîãî êîìïîíåíòà ñêîðîñòè òî÷êè êîíòàêòà îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè êîëå-

ñà, ïðåäñòàâëåí óãëîì γ(ðèñóíîê 5). Âûðàæåíèå äëÿ îãðàíè÷åíèé íà äâèæå-

íèå èìååò ñëåäóþùèé âèä:[
− sin(α + β + γ) cos(α + β + γ) l cos(β + γ)

]
R(ϑ)ξ̇ + r cos γϕ̇ = 0. (1.9)
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Ðèñóíîê 5 � Øâåäñêîå êîëåñî.

Îãðàíè÷åíèÿ íà ìîáèëüíîñòü ðîáîòà

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáîáùåííîãî ìîáèëüíîãî ðîáîòà, îñíàùåííîãî N êî-

ëåñàìè ÷åòûðåõ îïèñàííûõ âûøå êëàññîâ. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå 4

èíäåêñà äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâåííûõ ñîîòíîøåíèé ýòèõ 4 êëàññîâ: f äëÿ

ôèêñèðîâàííûõ êîëåñ, s äëÿ ðóëåâûõ êîëåñ, c äëÿ íàïðàâëÿþùèõ êîëåñ è sw

äëÿ øâåäñêèõ êîëåñ. Êîëè÷åñòâî êîëåñ êàæäîãî òèïà îáîçíà÷èì Nf , Ns, Nc,

Nsw, òîãäà îáùåå ÷èñëî êîëåñ N = Nf +Ns +Nc +Nsw.

Êîíôèãóðàöèÿ ðîáîòà ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè âåêòîðàìè

êîîðäèíàò:

• êîîðäèíàòû ïîëîæåíèÿ ξ(t) =
[
x(t) y(t) ϑ(t)

]T
, õàðàêòåðèçóþùèå ïî-

ëîæåíèå íà ïëîñêîñòè;

• îðèåíòàöèîííûå êîîðäèíàòû β(t) =
[
βTs (t) βTc (t)

]T
, õàðàêòåðèçóþùèå

îðèåíòàöèþ ðóëåâûõ è íàïðàâëÿþùèõ êîëåñ ñîîòâåòñòâåííî;

• âðàùàòåëüíûå êîîðäèíàòû ϕ(t) =
[
ϕf(t) ϕs(t) ϕc(t) ϕsw(t)

]T
, õàðàêòå-

ðèçóþùèå âðàùåíèå êîëåñ âîêðóã ñâîèõ ãîðèçîíòàëüíûõ îñåé.
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Ïîëíûé íàáîð êîîðäèíàò ïîëîæåíèÿ, îðèåíòàöèîííûõ è âðàùàòåëüíûõ

êîîðäèíàò ξ, βs, βc, ϕ â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü êîíôèãóðàöèîííûìè êî-

îðäèíàòàìè. Î÷åâèäíî, ÷òî îáùåå ÷èñëî êîíôèãóðàöèîííûõ êîîðäèíàò ðàâíî

Nf + 2Ns + 2Nc +Nsw + 3.

Ïðè äàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â îáùåì

ìàòðè÷íîì âèäå

J1(βs, βc)R(ϑ)ξ̇ + J2ϕ̇ = 0, (1.10)

C1(βs, βc)R(ϑ)ξ̇ + C2β̇c = 0. (1.11)

Â âûðàæåíèè (1.10) ìàòðèöà J1(βs, βc) èìååò âèä

J1(βs, βc) =


J1f

J1s(βs)

J1c(βc)

J1sw

 ,
ãäå J1f , J1s, J1c è J1sw � ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè (Nf × 3), (Ns × 3), (Nc × 3)

è (Nsw × 3) ñîîòâåòñòâåííî, ôîðìà êîòîðûõ âûâîäèòñÿ íàïðÿìóþ èç îãðà-

íè÷åíèé (1.3), (1.5, (1.7) è (1.9) ñîîòâåòñòâåííî. Â ÷àñòíîñòè, J1f è J1sw �

êîíñòàíòû, â òî âðåìÿ êàê J1s è J1c çàâèñÿò îò âðåìåíè ÷åðåç βs(t) è βc(t)

ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå, J2 � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè (N ×N), äèà-

ãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ðàäèóñû êîëåñ, çà èñêëþ÷åíèåì

ðàäèóñîâ øâåäñêèõ êîëåñ, êîòîðûå äîìíîæàþòñÿ íà cos γ.

Â âûðàæåíèè (1.11) ìàòðèöû C1(βs, βc) è C2 èìåþò âèä

C1(βs, βc) =


C1f

C1s(βs)

C1c(βc)

 C2 =


0

0

C2c

 ,
ãäå C1f , C1s è J1c � ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè (Nf × 3), (Ns × 3) è (Nc × 3)

ñîîòâåòñòâåííî, ôîðìà êîòîðûõ âûâîäèòñÿ íàïðÿìóþ èç îãðàíè÷åíèé (1.4),

(1.6 è (1.8) ñîîòâåòñòâåííî. Â ÷àñòíîñòè, C1f � êîíñòàíòà, â òî âðåìÿ êàê C1s
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è C1c çàâèñÿò îò âðåìåíè. Äàëåå, C2c � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, äèàãîíàëüíûå

ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû d sin γ äëÿ Nc íàïðàâëÿþùèõ êîëåñ.

Ââåäåì ñëåäóþùåå äîïóùåíèå î êîíôèãóðàöèè øâåäñêèõ êîëåñ. Äëÿ êàæ-

äîãî øâåäñêîãî êîëåñà âûïîëíÿåòñÿ γ 6= π/2. Çíà÷åíèå γ = π/2 ñîîòâåòñòâóåò

íàïðàâëåíèþ íóëåâîãî êîìïîíåíòà ñêîðîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîìó ê ïëîñêîñòè

êîëåñà. Íà òàêîå êîëåñî íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ, àíàëîãè÷íûå íåñêîëü-

çàùåìó îãðàíè÷åíèþ äëÿ îáû÷íûõ êîëåñ, ñëåäîâàòåëüíî, òåðÿåòñÿ ïðåèìó-

ùåñòâî ïðè ïðèìåíåíèè øâåäñêèõ êîëåñ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïåðâûå (Nf +Ns) íåñêîëüçÿùèõ îãðàíè÷åíèé èç (1.11)

â ÿâíîì âèäå:

C1fR(ϑ)ξ̇ = 0, (1.12)

C1s(βs)R(ϑ)ξ̇ = 0. (1.13)

Ýòè îãðàíè÷åíèÿ òðåáóþò, ÷òîáû âåêòîð R(ϑ)ξ̇ ∈ N (C∗1(βs)), ãäå

C∗1(βs) =

[
C1f

C1s(βs)

]
. (1.14)

Î÷åâèäíî, ÷òî rank(C∗1(βs)) ≤ 3. Åñëè rank(C∗1(βs)) = 3, òî R(ϑ)ξ̇ = 0

è ëþáîå äâèæåíèå íà ïëîñêîñòè íåâîçìîæíî. Îáîáùàÿ, îãðàíè÷åíèÿ íà ìî-

áèëüíîñòü ðîáîòà ñâÿçàíû ñ ðàíãîì ìàòðèöû C∗1 . Ýòîò âîïðîñ áóäåò ïîäðîáíî

ðàññìîòðåí íèæå.

Íî ïðåæäå ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî óñëîâèÿ (1.12) è (1.13) èìåþò èíòåðåñíóþ

ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè äâèæåíèå ðîáîòà

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìãíîâåííîå âðàùåíèå âîêðóã ìãíîâåííîãî öåíòðà

âðàùåíèÿ (ÌÖÂ), ïîëîæåíèå êîòîðîãî îòíîñèòåëüíî òåëåæêè ìîæåò èçìå-

íÿòüñÿ âî âðåìåíè. Ñëåäîâàòåëüíî, â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè âåêòîð ñêîðî-

ñòè ëþáîé òî÷êè òåëåæêè îðòîãîíàëåí ïðÿìîé ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé ýòó òî÷-

êó è ÌÖÂ. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îòíîñèòñÿ ê öåíòðàì ôèêñèðîâàííûõ è ðóëåâûõ

êîëåñ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ãîðèçîíòàëüíûå îñè âðà-

ùåíèÿ âñåõ íåïîäâèæíûõ è ðóëåâûõ êîëåñ ïåðåñåêàþòñÿ â ÌÖÂ. Ýòîò ôàêò
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èëëþñòðèðóåòñÿ íà ðèñóíîê 7.5 è ýêâèâàëåíòåí óñëîâèþ rank(C∗1(βs)) ≤ 2.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàíã ìàòðèöû C∗1(βs) çàâèñèò îò êîíñòðóêöèè ìîáèëüíîãî ðî-
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Ðèñóíîê 6 � Ìãíîâåííûé öåíòð âðàùåíèÿ.

áîòà. Îïðåäåëèì ñòåïåíü ìîáèëüíîñòè δm ìîáèëüíîãî ðîáîòà êàê

δm = dim(N (C∗1(βs))) = 3− rank(C∗1(βs)).

Èçó÷èì ñëó÷àé, êîãäà rank(C1f) = 2, ÷òî ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ðîáîò îñíà-

ùåí êàê ìèíèìóì 2 ôèêñèðîâàííûìè êîëåñàìè è, åñëè èõ áîëüøå 2, òî èõ

îñè ïåðåñåêàþòñÿ â ÌÖÂ, ïîëîæåíèå êîòîðîãî îòíîñèòåëüíî òåëåæêè ôèê-

ñèðîâàíî. Â òàêîì ñëó÷àå ÿñíî, ÷òî åäèñòâåííîå âîçìîæíîå äâèæåíèå � ýòî

âðàùåíèå ðîáîòà âîêðóã ôèêñèðîâàííîãî ÌÖÂ. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå îãðàíè-

÷åíèå íà ïðàêòèêå íåïðèåìëåìî, à çíà÷èò, ïðåäïîëîæèì, ÷òî rank(C1f) ≤ 1.

Áîëåå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòðóêòóðà ðîáîòà íåâûðîæäåíà â ñëåäóþùåì

ñìûñëå. Ìîáèëüíûé ðîáîò ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì, åñëè

rank(C1f) ≤ 1 rank(C∗1(βs)) = rank(C1f) + rank(C1s(βs)) ≤ 2.

Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.
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• Åñëè ðîáîò îñíàùåí áîëåå ÷åì îäíèì ôèêñèðîâàííûì êîëåñîì (Nf > 1),

òîãäà âñå îíè ðàñïîëîæåíû íà îäíîé îáùåé îñè.

• Öåíòðû ðóëåâûõ êîëåñ íå ëåæàò íà îáùåé îñè ôèêñèðîâàííûõ êîëåñ.

• ×èñëî rank(C∗1(βs)) ≤ 2 � ýòî ÷èñëî ðóëåâûõ êîëåñ, êîòîðûå ìîãóò áûòü

îðèåíòèðîâàíû íåçàâèñèìî ñ öåëüþ íàïðàâèòü ðîáîòà. Íàçîâåì ýòî ÷èñëî

ñòåïåðüþ óïðàâëÿåìîñòè

δs = rank(C∗1(βs)).

×èñëî ðóëåâûõ êîëåñ Ns è èõ òèï, î÷åâèäíî, îïðåäåëÿþòñÿ ðàçðàáîò÷è-

êîì ðîáîòà. Åñëè ìîáèëüíûé ðîáîò îñíàùåí áîëåå ÷åì δs ðóëåâûìè êîëå-

ñàìè (Ns > δs), äâèæåíèå äîïîëíèòåëüíûõ êîëåñ äîëæíî áûòü ñêîîðäè-

íèðîâàíî, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü íàëè÷èå ÌÖÂ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè.

Ñëåäîâàòåëüíî, òîëüêî ïÿòü íåîñîáûõ ñòðóêòóð ïðåäñòàâëÿþò ïðàêòè÷å-

ñêèé èíòåðåñ, ÷òî âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé.

• Ñòåïåíü ìîáèëüíîñòè δm óäîâëåòâèðÿåò íåðàâåíñòâó

1 ≤ δm ≤ 3. (1.15)

Âåðõíÿÿ ãðàíèöà î÷åâèäíà, â òî âðåìÿ êàê íèæíÿÿ ãðàíèöà îçíà÷àåò, ÷òî

ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ñëó÷àè, êîãäà äâèæåíèå âîçìîæíî, ò.å. δm 6= 0.

• Ñòåïåíü óïðàâëÿåìîñòè δs óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

0 ≤ δs ≤ 2. (1.16)

Âåðõíÿÿ ãðàíèöà ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà òîëüêî äëÿ ðîáîòîâ, íå èìåþ-

ùèõ ôèêñèðîâàííûõ êîëåñ (Nf = 0), â òî âðåìÿ êàê íèæíÿÿ ãðàíèöà

ñîîòâåòñòâóåò ðîáîòàì áåç ðóëåâûõ êîëåñ (Ns = 0).
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Òàáëèöà 1 � Ñòåïåíè ìîáèëüíîñòè è óïðàâëÿåìîñòè äëÿ ðåàëèçóåìûõ

êîëåñíûõ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ.

δm 3 2 2 1 1

δs 0 0 1 1 2

• Âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

2 ≤ δm + δs ≤ 3. (1.17)

Ñëó÷àé δm + δs = 1 íåïðèåìëåì, òàê êàê ñîîòâåòñòâóåò âðàùåíèþ ðîáîòà

âîêðóã ôèêñèðîâàííîãî ÌÖÂ, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå. Ñëó÷àè δm ≥
2 è δs = 2 èñêëþ÷åíû, ïîòîìó ÷òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäïîëîæåíèåì,

ââåäåííûì âûøå, δs = 2 ïðåäïîëàãàåò δm = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò òîëüêî ïÿòü òèïîâ êîëåñíûõ ìîáèëüíûõ ðî-

áîòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïÿòè ïåðâûì çíà÷åíèÿì δm è δs, êîòîðûå óäîâëåòâî-

ðÿþò íåðàâåíñòâàì (1.15), (1.16) è (1.17), â ñîîòâåòñòâèè ñ òàáëèöåé 1.

Â äàëüíåéøåì êàæäûé òèï ñòðóêòóðû áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ñ èñïîëüçî-

âàíèåì íàèìåíîâàíèÿ âèäà ¾ðîáîò òèïà δm, δs¿. Íèæå êðàòêî ïðåäñòàâëåíû

îñíîâíûå êîíñòðóêòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ êàæäîãî òèïà ìîáèëüíîãî ðî-

áîòà.

Ðîáîò òèïà (3,0). Â ýòîì ñëó÷àå

δm = dim(N (C∗1(βs))) = 3 δs = 0.

Ìîáèëüíûå ðîáîòû äàííîãî òèïà íå èìåþò ôèêñèðîâàííûõ (Nf = 0) è

ðóëåâûõ êîëåñ (Ns = 0). Îíè îñíàùåíû òîëüêî íàïðàâëÿþùèìè è/èëè øâåä-

ñêèìè êîëåñàìè. Òàêèå ðîáîòû íàçûâàþòñÿ îìíèäèðåêöèîííûìè, ïîòîìó ÷òî

îíè îáëàäàþò ïîëíîé ìîáèëüíîñòüþ íà ïëîñêîñòè, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî îíè ìî-

ãóò äâèãàòüñÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè â ëþáîì íàïðàâëåíèè áåç ïåðåîðè-
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åíòàöèè. Íàïðîòèâ, îñòàëüíûå ÷åòûðå òèïà ðîáîòîâ îáëàäàþò îãðàíè÷åííîé

ìîáèëüíîñòüþ (ñòåïåíü ìîáèëüíîñòè ìåíüøå, ÷åì 3).

Ðîáîò òèïà (2,0). Â ýòîì ñëó÷àå

δm = dim(N (C∗1(βs))) = dim(N (C1f)) = 2 δs = 0.

Ìîáèëüíûå ðîáîòû äàííîãî òèïà íå èìåþò ðóëåâûõ êîëåñ (Ns = 0). Îíè

îñíàùåíû îäíèì èëè íåñêîëüêèìè ôèêñèðîâàííûìè êîëåñàìè, ðàñïîëîæåí-

íûìè íà îäíîé îáùåé îñè, èíà÷å rank(C1f) áóäåò áîëüøå 1. Ìîáèëüíîñòü

ðîáîòà îãðàíè÷åíà â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé òðàåêòîðèè ξ(t)

ñêîðîñòü ξ̇(t) îãðàíè÷åíà ïðèíàäëåæíîñòüþ ê äâóìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ,

íàòÿíóòîìó íà âåêòîðíûå ïîëÿ RT (ϑ)s1 è R
T (ϑ)s2, ãäå s1 è s2 � äâà ïîñòî-

ÿííûõ âåêòîðà, îõâàòûâàþùèõ N (C1f).

Ðîáîò òèïà (2,1). Â ýòîì ñëó÷àå

δm = dim(C∗1(βs)) = dim(N (C1s(βs))) = 2 δs = 1.

Òàêèå ðîáîòû íå èìåþò ôèêñèðîâàííûõ êîëåñ (Nf = 0) è îñíàùåíû

êàê ìèíèìóì îäíèì ðóëåâûì êîëåñîì (Ns ≥ 1). Åñëè èìååòñÿ áîëåå îäíî-

ãî ðóëåâîãî êîëåñà, èõ îðèåíòàöèÿ äîëæíà áûòü ñêîîðäèíèðîâàíà òàê, ÷òî-

áû rank(C∗1s(βs)) = δs = 1. Ñêîðîñòü ξ̇(t) îãðàíè÷åíà ïðèíàäëåæíîñòüþ ê

äâóìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, íàòÿíóòîìó íà âåêòîðíûå ïîëÿ RT (ϑ)s1(βs) è

RT (ϑ)s2(βs), ãäå s1(βs) è s2(βs) � äâà âåêòîðà, îõâàòûâàþùèõ N (C1f) è ïà-

ðàìåòðèçîâàííûõ óãëîì βs îäíîãî ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî ðóëåâîãî êîëåñà.

Ðîáîò òèïà (1,1). Â ýòîì ñëó÷àå

δm = dim(N (C∗1(βs))) = 1 δs = 1.

Òàêèå ðîáîòû îñíàùåíû îäíèì èëè íåñêîëüêèìè ôèêñèðîâàííûìè êîëå-

ñàìè, ðàñïîëîæåííûìè íà îäíîé îáùåé îñè, à òàêæå îäíèì èëè íåñêîëüêè-

ìè ðóëåâûìè êîëåñàìè ñ óñëîâèåì, ÷òî öåíòð îäíîãî èç íèõ íå ëåæèò íà

îñè ôèêñèðîâàííûõ êîëåñ � èíà÷å, ñîãëàñíî äîïóùåíèþ, ââåäåííîìó âû-

øå, ñòðóêòóðà ñòàíåò îñîáîé � è ÷òî èõ îðèåíòàöèÿ ñêîîðäèíèðîâàíà òàê,
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÷òîáû rank(C∗1s(βs)) = δs = 1. Ñêîðîñòü ξ̇(t) îãðàíè÷åíà ïðèíàäëåæíîñòüþ ê

îäíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, ïàðàìåòðèçîâàííîìó óãëîì îðèåíòàöèè îäíîãî

ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî ðóëåâîãî êîëåñà. Ìîáèëüíûå ðîáîòû, ñêîíñòðóèðî-

âàííûå íà îñíîâå ìîäåëè îáû÷íîãî àâòîìîáèëÿ (÷àñòî íàçûâàåìûå àâòîìî-

áèëåïîäîáíûìè ðîáîòàìè) îòíîñÿòñÿ ê äàííîìó êëàññó.

Ðîáîò òèïà (1,2). Â ýòîì ñëó÷àå

δm = dim(N (C∗1(βs))) = dimN (C1s(βs)) = 1 δs = 2.

Òàêèå ðîáîòû íå èìåþò ôèêñèðîâàííûõ êîëåñ (Nf = 0) è îñíàùåíû

êàê ìèíèìóì äâóìÿ ðóëåâûìè êîëåñàìè (Ns ≥ 2). Åñëè èìååòñÿ áîëåå äâóõ

ðóëåâûõ êîëåñ, èõ îðèåíòàöèÿ äîëæíà áûòü ñêîîðäèíèðîâàíà òàê, ÷òîáû

rank(C∗1s(βs)) = δs = 2. Ñêîðîñòü ξ̇(t) îãðàíè÷åíà ïðèíàäëåæíîñòüþ ê îäíî-

ìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, ïàðàìåòðèçîâàííîìó óãëàìè îðèåíòàöèè äâóõ ïðî-

èçâîëüíî âûáðàííûõ ðóëåâûõ êîëåñ.

×òîáû èçáåæàòü áåñïîëåçíûõ íîòàöèîííûõ îñëîæíåíèé, ñ ýòîãî ìîìåíòà

áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñòåïåíü óïðàâëÿåìîñòè òî÷íî ðàâíà ÷èñëó ðóëåâûõ

êîëåñ, ò.å.

δs = Ns.

Ýòî, áåçóñëîâíî, áîëüøîå îãðàíè÷åíèå ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ ðî-

áîòà. Îäíàêî äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ïîâåäåíèÿ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ â

ýòîì ïðåäïîëîæåíèè íåò ïîòåðè îáùíîñòè, çàòî ýòî çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò

òåõíè÷åñêèé âûâîä. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ðîáîòîâ, èìåþùèõ èçáûòîê ðóëåâûõ

êîëåñ (δs < Ns), âñåãäà ìîæíî ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ (íî, âîçìîæ-

íî, óòîìèòåëüíûõ) ìàíèïóëÿöèé ñâåñòè îãðàíè÷åíèÿ (1.13) äî ìèíèìàëüíî-

ãî ïîäìíîæåñòâà δs íåçàâèñèìûõ îãðàíè÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ δs êîëåñàì,

êîòîðûå áûëè âûáðàíû â êà÷åñòâå ãëàâíûõ ðóëåâûõ êîëåñ ðîáîòà è èãíîðè-

ðîâàòü äðóãèå ðóëåâûå êîëåñà ïðè àíàëèçå.
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Òðåõêîëåñíûå ðîáîòû

Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû øåñòü ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåðîâ ìîáèëüíûõ

ðîáîòîâ, èëëþñòðèðóþùèå ïÿòü òèïîâ êîìïîíîâêè, ïðåäñòàâëåííûõ âûøå.

Ñîñðåäîòî÷èì ñâîå âíèìàíèå íà ìîáèëüíûõ ðîáîòàõ ñ òðåìÿ êîëåñàìè.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàçäåëå 1.2, êîëåñà ìîáèëüíîãî ðîáîòà îïèñûâàþòñÿ,

ïî êðàéíåé ìåðå, øåñòüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè êîíñòàíòàìè, à èìåííî òðåìÿ

óãëàìè α, β, γ è òðåìÿ äëèíàìè l, r, d. Äëÿ êàæäîãî ïðèìåðà ïîñëåäîâàòåëüíî

ïðèâåäåì òàáëèöó ñ ÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè ýòèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êîí-

ñòàíò è ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàòðèö J è C, âõîäÿùèõ â ìàòåìàòè÷åñêèå

âûðàæåíèÿ îãðàíè÷åíèé (1.10) è (1.11). Îäíàêî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàäèóñû

r è ðàññòîÿíèÿ d îäèíàêîâû äëÿ âñåõ êîëåñ âî âñåõ ïðèìåðàõ. Ñëåäîâàòåëüíî,

áóäåì îïðåäåëÿòü òîëüêî ïàðàìåòðû α, β, γ, l.

Ðîáîò òèïà (3, 0) ñî øâåäñêèìè êîëåñàìè. Ðîáîò îñíàùåí òðåìÿ

øâåäñêèìè êîëåñàìè, ðàñïîëîæåííûìè íà âåðæèíàõ òðåóãîëüíîé òåëåæêè

(ñì. ðèñóíîê 7). Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîíñòàíòû ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 2.
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Шведские
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Ðèñóíîê 7 � Ìîáèëüíûé ðîáîò òèïà (3,0) ñî øâåäñêèìè êîëåñàìè.

Îãðàíè÷åíèÿ èìåþò âèä (1.10), ãäå

J1 = J1sw =


−
√

3/2 1/2 L

0 −1 L
√

3/2 1/2 L

 ,
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Òàáëèöà 2 � Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîíñòàíòû ìîáèëüíîãî ðîáîòà òèïà (3,0)

ñî øâåäñêèìè êîëåñàìè.

Êîëåñà α β γ l

1sw π/3 0 0 L

2sw π 0 0 L

3sw 5π/3 0 0 L

J2 =


r 0 0

0 r 0

0 0 r

 .

Ðîáîò òèïà (3, 0) ñ íàïðàâëÿþùèìè êîëåñàìè. Ðîáîò îñíàùåí òðåìÿ

íàïðàâëÿþùèìè êîëåñàìè (ñì. ðèñóíîê 8). Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîíñòàíòû
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Направляющие
колёса
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Ðèñóíîê 8 � Ìîáèëüíûé ðîáîò òèïà (3,0) ñî íàïðàâëÿþùèìè êîëåñàìè.

ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 3. Îãðàíè÷åíèÿ èìåþò âèä (1.10) è (1.11), ãäå

J1 = Jc(βc) =


− sin βc1 cos βc1 L cos βc1

sin βc2 − cos βc2 L cos βc2

cos βc3 sin βc3 L cos βc3

 ,
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Òàáëèöà 3 � Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîíñòàíòû ìîáèëüíîãî ðîáîòà òèïà (3,0) ñ

íàïðàâëÿþùèìè êîëåñàìè.

Êîëåñà α β l

1c 0 � L

2c π � L

3c 3π/2 � L

J2 =


r 0 0

0 r 0

0 0 r

 ,

C1 = C1c(βc) =


cos βc1 sin βc1 d+ L sin βc1

− cos βc2 − sin βc2 d+ L sin βc2

sin βc3 − cos βc3 d+ L sin βc3

 ,

C2 = C2c =


d 0 0

0 d 0

0 0 d

 .

Ðîáîò òèïà (2, 0). Ðîáîò îñíàùåí äâóìÿ ôèêñèðîâàííûìè êîëåñàìè,

ðàñïîëîæåííûìè íà îäíîé îñè, è îäíèì íàïðàâëÿþùèì êîëåñîì (ñì. ðèñó-

íîê 9), è åãî îáû÷íî íàçûâàþò îäíîêîëåñíûì ðîáîòîì. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå

êîíñòàíòû ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 4. Îãðàíè÷åíèÿ èìåþò âèä (1.10) è (1.11),

ãäå

J1 =

(
J1f

J1c(βc3)

)
=


0 1 L

0 −1 L

cos βc3 sin βc3 L cos βc3

 ,
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Фиксированные
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Направляющее
колесо
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Ðèñóíîê 9 � Ìîáèëüíûé ðîáîò òèïà (2,0).

Òàáëèöà 4 � Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîíñòàíòû ìîáèëüíîãî ðîáîòà òèïà (2,0).

Êîëåñà α β l

1f 0 0 L

2f π 0 L

3c 3π/2 � L

J2 =


r 0 0

0 r 0

0 0 r

 ,

C1 =

(
C1f

C1c(βc3)

)
=


1 0 0

−1 0 0

sin βc3 − cos βc3 d+ L sin βc3

 ,

C2 =

(
0

C2c(βc3)

)
=


0

0

d

 .

Ðîáîò òèïà (2, 1). Ðîáîò îñíàùåí îäíèì ðóëåâûì è äâóìÿ íàïðàâëÿþùè-

ìè êîëåñàìè (ñì. ðèñóíîê 10). Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîíñòàíòû ïðåäñòàâëåíû

â òàáëèöå 5.
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Рулевое
колесо

Направляющие
колёса
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Ðèñóíîê 10 � Ìîáèëüíûé ðîáîò òèïà (2,1).

Òàáëèöà 5 � Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîíñòàíòû ìîáèëüíîãî ðîáîòà òèïà (2,1).

Êîëåñà α β l

1s 0 � 0

2c π/2 � L
√

2

3c π � L
√

2

Îãðàíè÷åíèÿ èìåþò âèä (1.10) è (1.11), ãäå

J1 =

(
J1s(βs1)

J1c(βc2, βc3)

)
=


− sin βs1 cos βs1 0

− cos βc2 − sin βc2
√

2L cos βc2

sin βc3 cos βc3
√

2L cos βc3

 ,

J2 =


r 0 0

0 r 0

0 0 r

 ,

C1 =

(
C1s(βs1)

C1c(βc2, βc3)

)
=


cos βs1 sin βs1 0

− sin βc2 cos βc2 d+
√

2L sin βc2

− cos βc3 − sin βc3 d+
√

2L sin βc3

 ,
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Òàáëèöà 6 � Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîíñòàíòû ìîáèëüíîãî ðîáîòà òèïà (1,1).

Êîëåñà α β l

1f 0 0 L

2f π 0 L

3s 3π/2 � L

C2 =

(
0

C2c(βc3)

)
=


0 0

d 0

0 d

 .

Ðîáîò òèïà (1, 1). Ðîáîò îñíàùåí äâóìÿ ôèêñèðîâàííûìè êîëåñàìè,

ðàñïîëîæåííûìè íà îäíîé îñè, è îäíèì ðóëåâûì êîëåñîì (ñì. ðèñóíîê 11).

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîíñòàíòû ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 6.

Рулевое
колесо

Фиксированные
колёса
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Ðèñóíîê 11 � Ìîáèëüíûé ðîáîò òèïà (1,1).

Îãðàíè÷åíèÿ èìåþò âèä (1.10) è (1.11), ãäå

J1 =

(
J1f

J1s(βs3)

)
=


0 1 L

0 −1 L

cos βs3 sin βs3 L cos βs3

 ,
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Òàáëèöà 7 � Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîíñòàíòû ìîáèëüíîãî ðîáîòà òèïà (1,2).

Êîëåñà α β l

1s 0 � L

2s π � L

3c 3π/2 � L

J2 =


r 0 0

0 r 0

0 0 r

 ,

C1 =

(
C1f

C1s(βs3)

)
=


1 0 0

−1 0 0

sin βs3 − cos βs3 L sin βs3

 ,

C2 = 0.

Ðîáîò òèïà (1, 2). Ðîáîò îñíàùåí äâóìÿ äâóìÿ ðóëåâûìè è îäíèì íà-

ïðàâëÿþùèì êîëåñàìè (ñì. ðèñóíîê 12). Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîíñòàíòû ïðåä-
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Рулевые
колёса

Направляющее
колесо
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Ðèñóíîê 12 � Ìîáèëüíûé ðîáîò òèïà (1,2).

ñòàâëåíû â òàáëèöå 7.
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Îãðàíè÷åíèÿ èìåþò âèä (1.10) è (1.11), ãäå

J1 =

(
J1s(βs1, βs2)

J1c(βc3)

)
=


− sin βs1 cos βs1 L cos βs1

sin βs1 − cos βs2 L cos βs2

cos βc3 sin βc3 L cos βc3

 ,

J2 =


r 0 0

0 r 0

0 0 r

 ,

C1 =

(
C1s(βs1, βs2)

C1c(βc3)

)
=


cos βs1 sin βs1 L sin βs1

− cos βs2 − sin βs2 L sin βs2

sin βc3 − cos βc3 d+ L sin βc3

 ,

C2 =

(
0

C2c(βc3)

)
=


0

0

d

 .

Êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîëîæåíèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå àíàëèç ìîáèëüíîñòè, êàê îïèñàíî â ðàçäåëå 1.2, ïåðå-

ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé, ÷òî áóäåò ïîëåçíî äëÿ

äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé.

Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî, âíå çàâèñèìîñòè îò òèïà ìîáèëüíîãî ðîáîòà,

ñêîðîñòü ξ̇(t) îãðàíè÷åíà ïðèíàäëåæíîñòüþ ê ðàñïðåäåëåíèþ ∆c, îïðåäåëÿå-

ìîìó êàê

ξ̇(t) ∈ ∆c = span{col(RT (ϑ)Σ(βs))}∀t,

ãäå ñòîëáöû ìàòðèöû Σ(βs) ôîðìèðóþò áàçèñ N (C∗1(βs)), ò.å.

N (C∗1(βs)) = span{col(RT (ϑ)Σ(βs))}.

Ýòî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ôîðìóëèðîâêå: äëÿ ëþáûõ t ñóùåñòâóåò ïå-

ðåìåííûé âåêòîð η(t) òàêîé, ÷òî
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ξ̇ = RT (ϑ)Σ(βs)η. (1.18)

Ðàçìåðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ∆c è, ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðà η(t) � ýòî ñòå-

ïåðü ìîáèëüíîñòè δm ìîáèëüíîãî ðîáîòà. Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ðîáîò

íå èìååò ðóëåâûõ êîëåñ (δs = 0), ìàòðèöà Σ ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé è âûðàæå-

íèå (1.18) ñâîäèòñÿ ê

ξ̇ = RT (ϑ)Ση. (1.19)

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (δs ≥ 1), ìàòðèöà Σ ÿâíî çàâèñèò îò îðèåíòàöèîííûõ

êîîðäèíàò βs è âûðàæåíèå (1.18) ìîæåò áûòü äîïîëíåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ξ̇ = RT (ϑ)Σ(βs)η, (1.20)

β̇s = ζ. (1.21)

Ïðåäñòàâëåíèå (1.19) (èëè (1.20) è (1.21)) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåä-

ñòàâëåíèå ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, íàçûâàåìîå êèíåìàòè÷åñêîé ìî-

äåëüþ ïîëîæåíèÿ, ñ êîîðäèíàòàìè ïîëîæåíèÿ ξ è (âîçìîæíî) êîîðäèíàòà-

ìè îðèåíòàöèè βs â êà÷åñòâå ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ, â òî âðåìÿ êàê η è ζ

� êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñêîðîñòÿì � ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû êàê

óïðàâëÿþùèå âõîäû, âõîäÿùèå â ìîäåëü ëèíåéíî. Òåì íå ìåíåå, ýòà èíòåð-

ïðåòàöèÿ äîëæíà ïðèíèìàòüñÿ ñ íåêîòîðîé îñòîðîæíîñòüþ, ïîñêîëüêó èñ-

òèííûìè ôèçè÷åñêèìè óïðàâëÿþùèìè âõîäàìè ìîáèëüíîãî ðîáîòà ÿâëÿþò-

ñÿ êðóòÿùèå ìîìåíòû, îáåñïå÷èâàåìûå ïðèâîäàìè, à êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïîäñèñòåìîé îáùåé

äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè, êîòîðàÿ áóäåò ðàññìîòðåíà íèæå.

Îáùèå ìîäåëè êîëåñíûõ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ

Â ðàçäåëå 1.2 áûëà ââåäåíà êëàññèôèêàöèÿ âñåõ íåâûðîæäåííûõ êîëåñ-

íûõ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ â ñîîòâåòñòâèè ñî çíà÷åíèÿìè ñòåïåíè ìîáèëüíîñòè
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δm è ñòåïåíüþ óïðàâëÿåìîñòè δs. Ëåãêî îïðåäåëèòü, ê êàêîìó êëàññó ïðè-

íàäëåæèò êîíêðåòíûé ìîáèëüíûé ðîáîò, ïðîñòî ïðîâåðÿÿ êîëè÷åñòâî è êîí-

ôèãóðàöèþ ôèêñèðîâàííûõ è ðóëåâûõ êîëåñ. Ðàçëè÷íûå ïðèìåðû áûëè ïðè-

âåäåíû âûøå. Â ýòîì ðàçäåëå ïîä÷åðêíåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíêðåòíîãî êî-

ëåñíîãî ìîáèëüíîãî ðîáîòà, íåçàâèñèìî îò åãî êîíñòðóêòèâíûõ îñîáåííîñòåé,

âñåãäà ìîæíî âûáðàòü íà÷àëî è îðèåíòàöèþ ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò

(ñì. ðèñóíîê 2), òàê ÷òî êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîëîæåíèÿ ðîáîòà ïðèíèìàåò

îáùóþ ôîðìó, êîòîðàÿ óíèêàëüíà äëÿ êàæäîãî êëàññà è ïîëíîñòüþ îïðåäå-

ëÿåòñÿ äâóìÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ÷èñëàìè δm è δs. Äðóãèìè ñëîâàìè, âñå

ðîáîòû îïðåäåëåííîãî òèïà ìîãóò áûòü îïèñàíû îäíîé è òîé æå êèíåìàòè÷å-

ñêîé ìîäåëüþ ïîëîæåíèÿ. Íèæå ïðåäñòàâëåíû ïÿòü îáùèõ êèíåìàòè÷åñêèõ

ìîäåëåé ïîëîæåíèÿ.

Ðîáîò òèïà (3,0). Òî÷êà P è îñè Xm è Ym ìîãóò áûòü âûáðàíû ïðîèç-

âîëüíî. Ìàòðèöà Σ âñåãäà ìîæåò áûòü âûáðàíà êàê 3×3 åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîëîæåíèÿ ñâîäèòñÿ ê
ẋ

ẏ

ϑ̇

 =


cosϑ − sinϑ 0

sinϑ cosϑ 0

0 0 1



η1

η2

η3

 , (1.22)

ãäå η1 è η2 � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ìîáèëüíîãî ðîáîòà âäîëü îñåé Xm è Ym

ñîîòâåòñòâåííî, à η3 � óãëîâàÿ ñêîðîñòü ìîáèëüíîãî ðîáîòà.

Ðîáîò òèïà (2,0). Òî÷êà P ìîæåò áûòü âûáðàíà ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì

íà îñè ôèêñèðîâàííûõ êîëåñ, â òî âðåìÿ êàê îñü Xm ñîíàïðàâëåíà ýòîé îñè

(ñì. ðèñóíîê 9). Ìàòðèöà Σ âûáèðàåòñÿ êàê

Σ =


0 0

1 0

0 1

 .
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Êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîëîæåíèÿ (1.19) ñâîäèòñÿ ê
ẋ

ẏ

ϑ̇

 =


− sinϑ 0

cosϑ 0

0 1


(
η1

η2

)
, (1.23)

ãäå η1 � êîìïîíåíòà ñêîðîñòè ìîáèëüíîãî ðîáîòà âäîëü îñè Ym, à η2 �

óãëîâàÿ ñêîðîñòü ìîáèëüíîãî ðîáîòà.

Ðîáîò òèïà (2,1). Òî÷êà P ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ðóëåâîãî êîëåñà ìîáèëüíî-

ãî ðîáîòà. Îðèåíòàöèÿ ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ìîæåò áûòü âûáðàíà

ïðîèçâîëüíî; îáðàòèìñÿ ê âûáîðó íà ðèñóíêå 10. Ìàòðèöà Σ(βs) âûáèðàåòñÿ

êàê

Σ =


− sin βs1 0

cos βs1 0

0 1

 .

Êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîëîæåíèÿ (1.20) è (1.21) ñâîäèòñÿ ê
ẋ

ẏ

ϑ̇

 =


− sin(ϑ+ βs2) 0

cos(ϑ+ βs1) 0

0 1


(
η1

η2

)
, (1.24)

β̇s3 = ζ1. (1.25)

ãäå η1 � êîìïîíåíòà ñêîðîñòè ìîáèëüíîãî ðîáîòà âäîëü îñè Ym, à η2 �

óãëîâàÿ ñêîðîñòü ìîáèëüíîãî ðîáîòà.

Ðîáîò òèïà (1,1). Òî÷êà P äîëæíà áûòü ðàñïîëîæåíà íà îñè ôèêñèðî-

âàííûõ êîëåñ íà ïåðåñå÷åíèè ñ íîðìàëüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ðóëåâîãî

êîëåñà; îñü Xm ñîíàïðàâëåíà ýòîé íîðìàëè (ñì. ðèñóíîê 11. Ìàòðèöà Σ(βs)

âûáèðàåòñÿ êàê

Σ =


0

L sin βs3

cos βs3

 .



38

Êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîëîæåíèÿ (1.20) è (1.21) ñâîäèòñÿ ê
ẋ

ẏ

ϑ̇

 =


−L sinϑ sin βs3

L cosϑ sin βs3

cos βs3

 η1, (1.26)

β̇s3 = ζ1. (1.27)

Ðîáîò òèïà (1,2). Òî÷êà P ðàñïîëîæåíà â ñåðåäèíå îòðåçêà, ñîåäèíÿ-

þùåãî öåíòðû ðóëåâûõ êîëåñ; Îñü Xm ñîíàïðàâëåíà ñ ýòèì îòðåçêîì (ñì.

ðèñóíîê 12). Ìàòðèöà Σ(βs) âûáèðàåòñÿ êàê

Σ =


−2L sin βs1 sin βs2

L sin(βs1 + βs2)

c sin(βs2 − βs1)

 .

Êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîëîæåíèÿ (1.20) è (1.21) ñâîäèòñÿ ê
ẋ

ẏ

ϑ̇

 =


−L(sin βs1 sin(ϑ+ βs2) + sin βs2 sin(ϑ+ βs1))

L(sin βs1 sin(ϑ+ βs2) + sin βs2 sin(ϑ+ βs1))

sin(βs2 − βs1)

 η1, (1.28)

β̇s1 = ζ1. (1.29)

β̇s2 = ζ2. (1.30)

Ìîáèëüíîñòü, óïðàâëÿåìîñòü è ìàíåâðåííîñòü

Ñ ýòîãî ìîìåíòà óäîáíî ïåðåïèñàòü êèíåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ïîëîæåíèÿ

ìîáèëüíîãî ðîáîòà â êîìïàêòíîé ôîðìå:

ż = B(z)u, (1.31)

ãäå ëèáî (ïðè δs = 0)

z = ξ B(z)RT (ϑ)Σ u = η,
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ëèáî (ïðè δs > 0)

z =

(
ξ

βs

)
B(z) =

(
RT (ϑ)Σ(βs) 0

0 I

)
u =

(
η

ζ

)
.

Ýòà êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò íàì äàëåå îáñóäèòü ìàíåâðåííîñòü

êîëåñíûõ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ. Ñòåïåíü ìîáèëüíîñòè δm ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ïî-

êàçàòåëåì ìàíåâðåííîñòè. Îí ðàâåí ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû, êîòîðûå ìîæíî

íàïðÿìóþ ìàíèïóëèðîâàòü ñ âõîäîâ η, áåç ïåðåîðèåíòàöèè ðóëåâûõ êîëåñ.

Èíòóèòèâíî ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ñêîëüêî ¾ñòåïåíåé ñâîáîäû¿ ìîáèëüíûé

ðîáîò ìîã ìãíîâåííî ïîëó÷èòü èç ñâîåé òåêóùåé êîíôèãóðàöèè, íå óïðàâëÿÿ

íèêàêèìè åãî êîëåñàìè. Ýòî ÷èñëî δm íå ðàâíî îáùåìó ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáî-

äû ìîáèëüíîãî ðîáîòà, êîòîðûìè ìîæíî ìàíèïóëèðîâàòü ñ âõîäîâ η è ζ Íà

ñàìîì äåëå ýòî ÷èñëî ðàâíî ñóììå δM = δm + δs, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü

ñòåïåíüþ ìàíåâðåííîñòè. Îíà âêëþ÷àåò â ñåáÿ δs äîïîëíèòåëüíûõ ñòåïåíåé

ñâîáîäû, äîñòóïíûõ èç âõîäîâ ζ. Íî äåéñòâèå ζ íà êîîðäèíàòû ξ êîñâåííî,

ïîñêîëüêó îíî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ÷åðåç êîîðäèíàòû βs. Ýòî îòðàæàåò òîò

ôàêò, ÷òî èçìåíåíèå îðèåíòàöèè ðóëåâîãî êîëåñà íå ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî

ìãíîâåííî.

Ìàíåâðåííîñòü êîëåñíîãî ìîáèëüíîãî ðîáîòà çàâèñèò íå òîëüêî îò δM , íî

è îò òîãî, êàê ýòè δM ñòåïåíåé ñâîáîäû ðàñïðåäåëåíû íà δm è δs. Ïîýòîìó äëÿ

õàðàêòåðèñòèêè ìàíåâðåííîñòè íåîáõîäèìû äâà èíäåêñà: δM è δm èëè, ÷òî òî

æå ñàìîå, δm è δs, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äâóìÿ èíäåêñàìè, èäåíòèôèöèðóþùèìè

òèï ìîáèëüíîãî ðîáîòà, êàê ïîêàçàíî âûøå.

Äâà ðîáîòà ñ îäèíàêîâûì çíà÷åíèåì δM , íî ðàçíûå δm, íå ýêâèâàëåíòíû.

Äëÿ ðîáîòîâ ñ δM = 3 ìîæíî ñâîáîäíî íàçíà÷àòü ïîëîæåíèå ÌÖÂ íåïîñðåä-

ñòâåííî èç η äëÿ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ òèïà (3,0) èëè ïî îðèåíòàöèè îäíîãî

ëèáî äâóõ ðóëåâûõ êîëåñ äëÿ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ òèïîâ (2,1) è (1,2). Äëÿ

ðîáîòîâ ñ δM = 2 ÌÖÂ îãðàíè÷èâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòüþ ê ïðÿìîé ëèíèè

(îñè ôèêñèðîâàííîãî êîëåñà). Åãî ïîëîæåíèå íà ýòîé ëèíèè íàçíà÷àåòñÿ ëèáî

íåïîñðåäñòâåííî äëÿ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ òèïà (2,0), ëèáî ïóòåì îðèåíòàöèè
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ðóëåâîãî êîëåñà äëÿ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ òèïà (1,1).

Àíàëîãè÷íî, äâà êîëåñíûõ ìîáèëüíûõ ðîáîòà ñ îäèíàêîâûì çíà÷åíèåì δm,

íî ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè δM , íå ýêâèâàëåíòíû; ìîáèëüíûé ðîáîò ñ áîëüøèì

çíà÷åíèåì δM ÿâëÿåòñÿ áîëåå ìàíåâðåííûì. Ñðàâíèì, ê ïðèìåðó, ìîáèëüíîãî

ðîáîòà òèïà (1,1) è ìîáèëüíîãî ðîáîòà òèïà (1,2) ñ δm = 1 è, ñîîòâåòñòâåí-

íî, δM = 2 è δM = 3. Ïîëîæåíèå ÌÖÂ äëÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà òèïà (1,2)

ìîæåò áûòü ñâîáîäíî âûáðàí íà ïëîñêîñòè ïðîñòî ïðè ïîìîùè îðèåíòàöèè

äâóõ ðóëåâûõ êîëåñ, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà òèïà (1,1) ÌÖÂ

îãðàíè÷åí ïðèíàäëåæíîñòüþ ê îñè ôèêñèðîâàííûõ êîëåñ, à åãî ïîëîæåíèå

íà ýòîé îñè îïðåäåëÿåòñÿ îðèåíòàöèåé ðóëåâîãî êîëåñà. Ïîñêîëüêó óãîë ïî-

âîðîòà ðóëåâûõ êîëåñ îáû÷íî ìîæåò èçìåíÿòüñÿ î÷åíü áûñòðî, îñîáåííî äëÿ

íåáîëüøèõ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ, òî, ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ìîáèëüíûé

ðîáîò òèïà (1,2) áîëåå ìàíåâðåííûé, ÷åì ìîáèëüíûé ðîáîò òèïà (1,1).

Î÷åâèäíî, ÷òî èäåàëüíûì â ýòîì ïëàíå ÿâëÿåòñÿ îìíèäèðåêöèîííûé (âñå-

íàïðàâëåííûé) ìîáèëüíûé ðîáîò, ó êîòîðîãî δm = δM = 3.

Íåïðèâîäèìîñòü

Â äàííîì ðàçäåëå îáðàòèìñÿ ê âîïðîñó íåïðèâîäèìîñòè êèíåìàòè÷åñêîé

ìîäåëè ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé (1.31). Ìîäåëü ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ïðè-

âîäèìà, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, ÷òî íåêîòîðûå èç

íîâûõ êîîðäèíàò òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ âäîëü äâèæåíèÿ ñèñòåìû. Äëÿ

íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì áåç ñìåùåíèÿ êàê (1.31) ïðèâîäèìîñòü çà-

âèñèò îò èíâîëþòèâíîé îêðåñòíîñòè ∆̄ ðàñïðåäåëåíèÿ ∆, âûðàæàþùåãîñÿ â

ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ êàê

∆(z) = span{col(B(z))}.

Èçâåñòíîå ñëåäñòâèå òåîðåìû Ôðîáåíèóñà ãëàñèò, ÷òî ñèñòåìà ïðèâîäèìà

òîëüêî åñëè dim(∆̄) < dim(z).

Íèæå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîëîæåíèÿ íåâûðîæ-

äåííîãî ìîáèëüíîãî ðîáîòà âñåãäà íåïðèâîäèìà. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîãî ðå-
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çóëüòàòà, ïðîàíàëèçèðóåì ñíà÷àëà ÷àñòíûé ñëó÷àé ìîáèëüíîãî ðîáîòà òèïà

(1,1), êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîëîæåíèÿ êîòîðîãî èìååò âèä

ż =


ẋ

ẏ

ϑ̇

β̇s3

 =


−L sinϑ sin βs3 0

L cosϑ sin βs3 0

cos βs3 0

0 1


(
η1

ζ1

)
= B(z)u. (1.32)

Â ýòîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå áàçèñ ∆̄(z) èìååò âèä

∆̄(z) = span{b1(z), b2(z), b3(z), b4(z)},

ãäå ñòîëáöû b1(z) è b2(z) ìàòðèöû B(z) èìåþò âèä

b1(z) =


−L sinϑ sin βs3

L cosϑ sin βs3

cos βs3

0

 , b2(z) =


0

0

0

1

 ,

è

b3(z) =


L sinϑ sin βs3

−L cosϑ sin βs3

sin βs3

0

 , b4(z) =


L cosϑ

L sinϑ

0

0

 .

Çàìåòèì, ÷òî rank(B(z)) = δm + δs = 2 è dim(∆̄(z)) = dim(z) = 4 íà

âñåì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ìîáèëüíîãî ðîáîòà òèïà (1,1) íåïðèâîäèìà.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîãóò ëåãêî áûòü ïðèâåäåíû è äëÿ äðóãèõ îïè-

ñàííûõ âûøå òèïîâ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàêëþ÷èòü,

÷òî êàæäàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîëîæåíèÿ íåïðèâîäèìà. Ñôîðìóëèðóåì

ýòî ñâîéñòâî ôîðìàëüíî.

Äëÿ êèíåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîëîæåíèÿ (1.31) êîëåñíîãî ìîáèëüíîãî ðî-

áîòà ìàòðèöà âõîäîâ B(z) îáëàäàåò ïîëíûì ðàíãîì, ò.å.

rank(B(z)) = δm + δs ∀z,
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è èíâîëþòèâíîå ðàñïðåäåëåíèå ∆̄(z) èìååò ïîñòîÿííóþ ìàêñèìàëüíóþ ðàç-

ìåðíîñòü, ò.å.

dim(∆̄(z)) = 3 + δs ∀z.

Êàê ñëåäñòâèå, êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîëîæåíèÿ êîëåñíîãî ìîáèëüíîãî

ðîáîòà íåïðèâîäèìà. Ýòî íå çàâèñÿùåå îò êîîðäèíàò ñâîéñòâî.

Óïðàâëÿåìîñòü è ñòàáèëèçèðóåìîñòü

Â äàííîì ðàçäåëå áóäóò ïðîàíàëèçèðîâàíû îñíîâíûå ñâîéñòâà óïðàâëÿå-

ìîñòè è ñòàáèëèçèðóåìîñòè îáðàòíîé ñâÿçüþ êèíåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîëîæå-

íèÿ êîëåñíûõ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ. Äëÿ íà÷àëà èçó÷èì ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå

âîêðóã ïðîèçâîëüíîé ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèè z̄ =
(
ξ̄T β̄Ts

)T
. Ðàâíîâå-

ñèå îçíà÷àåò, ÷òî ìîáèëüíûé ðîáîò íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ ñ çàäàííûì

ïîñòîÿííûì ïîëîæåíèåì ξ̄ è çàäàííîé ïîñòîÿííîé îðèåíòàöèåé β̄s ðóëåâûõ

êîëåñ. Î÷åâèäíî, ÷òî ñêîðîñòè ðàâíû íóëþ, ò.å. ū = 0.

Ðàíã óïðàâëÿåìîñòè ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ êèíåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïî-

ëîæåíèÿ (1.31) âîêðóã ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèè ðàâåí δs + δm.

Ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò èç ôàêòà, ÷òî ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå âîêðóã (z̄ =

0, ū = 0) ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê

d

dt
(z − z̄) = B(z̄)u.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà óïðàâëÿåìîñòè ñâîäèòñÿ ê B(z̄), ÷åé ðàíã,

êàê ïîêàçàíî âûøå, ðàâåí δs + δm äëÿ âñåõ z̄.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå êèíåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïî-

ëîæåíèÿ îìíèäèðåêöèîííûõ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ (òèï (3,0) ñ δm = 3 è δs = 0)

ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìî, ïîñêîëüêó δm ÿâëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ âåêòîðà ñîñòî-

ÿíèÿ â äàííîì ñëó÷àå, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ ñ îãðàíè÷åííîé

ìîáèëüíîñòüþ (òèïû (2,1), (2,0), (1,1) è (1,2) ñ δm ≤ 2) îíî òàêîâûì íå ÿâëÿ-

åòñÿ, ïîñêîëüêó δm + δs < 3 + δs = dim(z).
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Ýòî ñâîéñòâî, òåì íå ìåíåå, êàê ïîäñêàçûâàåò ôèçè÷åñêàÿ èíòóèöèÿ, íå

ïðåïÿòñòâóåò ìîáèëüíûì ðîáîòàì ñ îãðàíè÷åííîé ìîáèëüíîñòüþ áûòü óïðàâ-

ëÿåìûìè. Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü, ÷òî êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîëîæåíèÿ

(1.31) êîëåñíîãî ìîáèëüíîãî ðîáîòà óïðàâëÿåìà.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì áåç ñìåùåíèÿ âèäà

(1.31) ñèëüíàÿ àëãåáðà äîñòóïíîñòè ñîâïàäàåò ñ èíâîëþòèâíûì ðàñïðåäåëå-

íèåì, êîòîðîå áûëî ââåäåíî â ðàçäåëå 1.2. Èç èçëîæåííîãî âûøå ñëåäóåò,

÷òî óñëîâèå ðàíãà ñèëüíîé äîñòóïíîñòè âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ z â ïðîñòðàí-

ñòâå êîíôèãóðàöèé è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà ñèëüíî äîñòóïíà èç ëþáîé êîí-

ôèãóðàöèè. Äëÿ ñèñòåìû áåç ñìåùåíèÿ ñèëüíàÿ äîñòóïíîñòü ïîäðàçóìåâàåò

óïðàâëÿåìîñòü.

Ïðàêòè÷åñêè ýòî ñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ìîáèëüíûé ðîáîò âñåãäà ìîæåò

áûòü âûâåäåí èç ëþáîãî íà÷àëüíîãîé ïîëîæåíèÿ ξ0 äî ëþáîãî êîíå÷íîãî ïî-

ëîæåíèÿ ξf çà êîíå÷íîå âðåìÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì óïðàâëÿþùèõ âõîäíûõ ñêî-

ðîñòåé u =
(
ηT ζT

)T
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé îáðàòíîé ñâÿçè u(z), êî-

òîðàÿ ìîãëà áû ñòàáèëèçèðîâàòü ìîáèëüíîãî ðîáîòà â êîíêðåòíîé êîíôèãóðà-

öèè z∗. Äëÿ îìíèäèðåêöèîííûõ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ îòâåò íà äàííûé âîïðîñ

î÷åâèäåí. Íàïðèìåð,

u(z) = B−1(z)A(z − z∗),

ãäå A � ïðîèçâîëüíàÿ ãóðâèöåâà ìàòðèöà. uz � ýòî, î÷åâèäíî, ãëàäêèé

ëèíåàðèçóþùèé çàêîí óïðàâëåíèÿ ÷åðåç îáðàòíóþ ñâÿçü, êîòîðûé ýêñïîíåí-

öèàëüíî ïðèâîäèò ìîáèëüíîãî ðîáîòà ê êîíôèãóðàöèè z∗. Äåéñòâèòåëüíî, çà-

ìêíóòàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ñâîáîäíî íàçíà÷àåìîé ëèíåéíîé äèíàìèêîé

d

dt
(z − z∗) = A(z − z∗).

Ñëåäîâàòåëüíî, îìíèäèðåêöèîííûå ìîáèëüíûå ðîáîòû ïîëíîñòüþ ëèíåà-

ðèçóåìû ïî ñîñòîÿíèþ è, òåì ñàìûì, î÷åíü áëèçêè ê ïîëíîïðèâîäíûì ðîáîòàì-

ìàíèïóëÿòîðàì.
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Äëÿ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ ñ îãðàíè÷åííîé ìîáèëüíîñòüþ ñèòóàöèÿ íå ñòîëü

ðàäóæíà, ïîñêîëüêó, èñõîäÿ èç ïðèâåäåííîãî âûøå àíàëèçà, îíè îïðåäåëåííî

íå ïîëíîñòüþ ëèíåàðèçóåìû ïî ñîñòîÿíèþ, âåäü äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìà ïîë-

íàÿ óïðàâëÿåìîñòü ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ. îäíàêî, äëÿ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ

ñ îãðàíè÷åííîé ìîáèëüíîñòüþ êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîëîæåíèÿ (1.31) íå

ñòàáèëèçèðóåìà íåïðåðûâíîé íå çàâèñÿùåé îò âðåìåíè îáðàòíîé ñâÿçüþ ïî

ñîñòîÿíèþ u(z), íî ñòàáèëèçèðóåìà íåïðåðûâíîé çàâèñÿùåé îò âðåìåíè ñòà-

òè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçüþ ïî ñîñòîÿíèþ u(z, t).

Â ñàìîì äåëå, òàê íàçûâàåìîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå Áðîêåòòà íå óäîâëå-

òâîðÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ñòàòè÷åñêîé íå çàâèñÿùåé îò âðåìåíè îáðàòíîé ñâÿ-

çüþ ïî ñîñòîÿíèþ, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå (z, u) → B(z)u íå íàõîäèòñÿ â

îêðåñòíîñòè ðàâíîâåñèÿ z̄ =
(
ξ̄T β̄Ts

)T
, u = 0. Ñòàáèëèçèðóåìîñòü íåïðå-

ðûâíîé çàâèñÿùåé îò âðåìåíè ñòàòè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçüþ ïî ñîñòîÿíèþ

ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì ñëó÷àåì îáùåãî ñëó÷àÿ ñòàáèëèçèðóåìîñòè äëÿ ñèñòåì

áåç ñìåùåíèÿ. Ñèñòåìàòè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà äëÿ ñèíòåçà òàêèõ ñòàáèëèçèðóþ-

ùèõ çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè ðåãóëÿòîðîâ îáðàòíîé ñâÿçüþ ìîæåò áûòü àäàïòè-

ðîâàíà, ÷òî ïðèìåíèìî êî âñåì êèíåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì ïîëîæåíèÿ, ïîòîìó

÷òî â êàæäîì ñëó÷àå îäèí ñòîëáåö ìàòðèöû B(z) èìååò âèä
(

0 ... 0 1
)T
.

Èç ïðèâåäåííîãî àíàëèçà î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ðàçðàáîòêè è ïîñëåäóþùåé

ïðàêòè÷åñêîé àïðîáàöèè àëãîðèòìîâ òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ íàèëó÷øèì

îáðàçîì ïîäõîäÿò ðîáîòû òèïà (3,0), ò.å. âñåíàïðàâëåííûå (îìíèäèðåêöèîí-

íûå) ðîáîòû. Ïîýòîìó äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ áóäóò ïðîâîäèòüñÿ, îïèðà-

ÿñü íà ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ñîîòâåòñòâóþùèå äàííîìó êëàññó îáúåêòîâ

óïðàâëåíèÿ.

1.3 Îáîáùåííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êðóã çàäà÷ òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ, â êîòî-

ðûõ íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü çàäàííîå äâèæåíèå îáúåêòà óïðàâëåíèÿ â ïðî-

ñòðàíñòâå. Òàê êàê â êà÷åñòâå îáúåêòîâ óïðàâëåíèÿ âûñòóïàþò ìåõàíè÷åñêèå
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ñèñòåìû, ïåðåäâèãàþùèåñÿ â ïðîñòðàíñòâå, òî èõ ìîæíî óñëîâíî îòíåñòè ê

ìíîãîêàíàëüíûì äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì. Åñëè áûòü òî÷íåå, â ðàáîòå â êà-

÷åñòâå îáúåêòîâ óïðàâëåíèÿ ðàññìîòðåí îäèí èç ïðîñòåéøèé êëàññîâ ìåõà-

íè÷åñêèõ ñèñòåì � ìîáèëüíûå ñèñòåìû. Ýòî ìîãóò áûòü ìîáèëüíûå ðîáîòû,

áåñïèëîòíûå ëåòàòåëüíûå àïïàðàòû, èíòåãðèðîâàííûå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ

äâèæåíèåì àâèàöèîííîãî è ìîðñêîãî íàçíà÷åíèÿ è ò.ï.

Â ñèëó òîãî, ÷òî çàäà÷à òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ ñòàâèòñÿ êàê çàäà÷à

ñëåæåíèÿ, ïðåäïèñàííàÿ òðàåêòîðèÿ âûñòóïàåò â êà÷åñòâå ñèãíàëà, êîòîðûé

ñèñòåìå íåîáõîäèìî âîñïðîèçâåñòè ñ íàèëó÷øåé âîçìîæíîé òî÷íîñòüþ. Â ðà-

áîòå èñïîëüçóåòñÿ íåÿâíîå îïèñàíèå ïðåäïèñàííûõ òðàåêòîðèé. Ïðè òàêîì

îïèñàíèè òðàåêòîðèÿ S, â îáùåì ñëó÷àå, çàäàåòñÿ êàê ïåðåñå÷åíèå íåÿâíî

çàäàííûõ n-ìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé, îïèñûâàåìûõ íàáîðîì èç (n− 1) ãëàäêèõ

ôóíêöèé:

ϕ1(q) = 0 ∩ ϕ2(q) = 0 ∩ ... ∩ ϕn−1(q) = 0, (1.33)

ãäå q � n-ìåðíûé âåêòîð ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò, ϕi(q) � ãëàäêèå

ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå íóëåâîå çíà÷åíèå ïðè âñåõ q ∈ S. Äëÿ äâóìåðíîãî

ñëó÷àÿ (ñì. ðèñóíîê 13) íåÿâíîå îïèñàíèå ïðåäïèñàííîé òðàåêòîðèè ñâîäèòñÿ

ê âèäó

ϕ(q) = 0, (1.34)

ãäå ϕ(q) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îðòîãîíàëüíûå îòêëîíåíèÿ, âîçíèêàþùèå â ðå-

çóëüòàòå íàðóøåíèÿ óñëîâèÿ (1.33):

e1(q) = ϕ1(q), e2(q) = ϕ2(q), ..., en−1(q) = ϕn−1(q), (1.35)

êîòîðûå, î÷åâèäíî, òàêæå ïðèíèìàþò íóëåâûå çíà÷åíèÿ ïðè âñåõ q ∈ S.
Äåêîìïîçèðóåì çàäà÷ó òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ íà äâå ïîäçàäà÷è:

1. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïîäçàäà÷à, ñîñòîÿùàÿ â îáíóëåíèè îðòîãîíàëüíûõ îò-

êëîíåíèé ei(q);
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Ðèñóíîê 13 � Ìîáèëüíûé ðîáîò íà ïëîñêîñòè è æåëàåìàÿ òðàåêòîðèÿ S

2. Êèíåìàòè÷åñêàÿ ïîäçàäà÷à, ñîñòîÿùàÿ â îáåñïå÷åíèè æåëàåìîãî ðåæè-

ìà äâèæåíèÿ ïóòåì ïîääåðæàíèÿ æåëàåìîãî çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ

âäîëü æåëàåìîé òðàåêòîðèè òðàåêòîðèè v∗.
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2 Òðàåêòîðíîå óïðàâëåíèå âîçìóùåííûì îáúåêòîì

Â ãëàâå áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ñèíòåçà òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ

äâèæåíèåì âîçìóùåííîãî îáúåêòà óïðàâëåíèÿ âäîëü çàäàííîé òðàåêòîðèè

[15]. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íåïîäâèæíóþ (àáñîëþòíóþ) ïðàâîñòîðîííþþ äå-

êàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàòXY , à òàêæå ïîäâèæíóþ (ñ íà÷àëîì â öåíòðå ìàññ

C ìîáèëüíîãî ðîáîòà) ïðàâîñòîðîííþþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò XcYc.

Ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ C â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò áóäåì îïèñû-

âàòü ïðè ïîìîùè âåêòîðà êîîðäèíàò q = [x, y]T ∈ R2, õàðàêòåðèçóþùèõ

ëèíåéíûå ïåðåìåùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå. Óãëîâàÿ îðèåíòàöèÿ ñâÿçàííîé ñè-

ñòåìû êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé çàäàåòñÿ ïðè ïîìîùè ïîâîðîò-

íîé ìàòðèöû (ìàòðèöû âðàùåíèÿ) R(α) ∈ SO(2), ãäå α � óãîë îðèåíòàöèè

ìîáèëüíîãî ðîáîòà.

Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ìîáèëüíîãî ðîáîòà âèäà

q̈ =
F

m
, (2.1)

q̇ = R(α)v, (2.2)

R(α) =

[
cosα sinα

− sinα cosα

]
, (2.3)

α̇ = ω, (2.4)

ãäå q = [x, y]T ∈ R2 � âåêòîð òåêóùèõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò îáúåêòà óïðàâ-

ëåíèÿ â àáñîëþòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, m � ìàññà îáúåêòà óïðàâëåíèÿ,

F = [Fx, Fy]
T ∈ R2 � âåêòîð óïðàâëÿþùèõ ñèë, v = [vx, vy]

T ∈ R2 � âåêòîð

ëèíåéíûõ ñêîðîñòåé îáúåêòà óïðàâëåíèÿ, R(α) ∈ SO(2) � ìàòðèöà ïîâîðîòà

îò ñâÿçàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê àáñîëþòíîé.

Ðåøàòü çàäà÷ó òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ áóäåì ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâà-

íèÿ êîîðäèíàò èñõîäíîé ìîäåëè îáúåêòà óïðàâëåíèÿ ê çàäà÷íî îðèåíòèðî-

âàííîé ôîðìå. Ñóòü äàííîãî äåéñòâèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íåÿâíûå ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ïîâåðõíîñòåé â ïðîñòðàíñòâå çàäàþò ëèíèè óðîâíÿ, òàêèì îáðàçîì,
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àññîöèèðóÿ ñåáÿ ñ òîé èëè èíîé ëèíèåé óðîâíÿ ìîæíî îïðåäåëèòü òåêóùåå

ïîëîæåíèå îáúåêòà óïðàâëåíèÿ îòíîñèòåëüíî öåëåâîé ïîâåðõíîñòè.

Íåÿâíîå îïèñàíèå æåëàåìîé òðàåêòîðèè S äâèæåíèÿ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ

òðàåêòîðèè â íåÿâíîì âèäå çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

ϕ(q) = 0, (2.5)

ãäå ϕ(q) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò íóëåâûå çíà÷åíèÿ ïðè âñåõ

q ∈ S.
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òàêæå îðòîãîíàëüíîå îòêëîíåíèå, âîçíèêàþùèå â

ðåçóëüòàòå íàðóøåíèÿ óñëîâèÿ (2.5):

e(q) = ϕ(q), (2.6)

êîòîðîå, î÷åâèäíî, òàêæå ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå ïðè âñåõ q ∈ S.
Îáîçíà÷èì ñ ïîìîùüþ ïåðåìåííîé s ëîêàëüíóþ êîîðäèíàòó â âèäå

s = ψ(q), (2.7)

ãäå ψ(q) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòà ïåðåìåííàÿ ñîîòâåòñòâó-

åò äëèíå æåëàåìîé òðàåêòîðèè S. Â äàííîì ñëó÷àå èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò íå

ñòîëüêî ñàìà ëîêàëüíàÿ êîîðäèíàòà s, ñêîëüêî åå ïðîèçâîäíàÿ ṡ, õàðàêòåðèçó-

þùàÿ êàñàòåëüíóþ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ âäîëü æåëàåìîé òðàåêòîðèè. Íàéäåì

ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò îò òåêóùåãî áàçèñà ê çàäà÷íî îðèåíòèðîâàííîìó

÷åðåç ÿêîáèàí âèäà

Υ(q) =

[
∂ϕ(q)
∂y −∂ϕ(q)

∂x
∂ϕ(q)
∂x

∂ϕ(q)
∂y

]
. (2.8)

Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïî ôîðìóëå[
ṡ

ė

]
= Υ(q)q̇ = Υ(q)R(α)v. (2.9)

Ñîîòâåòñòâåííî, îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä
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q̇ = R(α)Υ−1(q)

[
ṡ

ė

]
. (2.10)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñóùåñòâîâàëî, íåîáõîäèìî, ÷òî-

áû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ

â âèäå óñëîâèÿ detΥ 6= 0. Ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ãëàäêèõ êðèâûõ.

Ïðè ïîìîæè ïðåäñòàâëåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ áóäåì îñóùåñòâëÿòü ïåðå-

õîä ê çàäà÷íî îðèåíòèðîâàííûì êîîðäèíàòàì s è e. Äàëåå áóäåò ðàññìîòðåíà

ïðîöåäóðà ñèíòåçà àëãîðèòìîâ òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ âîçìóùåííûì îáú-

åêòîì óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå îïèñàííîãî âûøå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.

2.1 Ñèíòåç òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ âîçìóùåííûì îáú-

åêòîì

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà íà îáúåêò óïðàâëåíèÿ, çàäàííûé â âèäå (2.1)�

(2.4), äåéñòâóåò íåèçìåðÿåìîãî ïîñòîÿííîãî âîçìóùàþùåãî âîçäåéñòâèÿ δ =

const. Òîãäà âûðàæåíèå (2.1) ïðèìåò âèä

q̈ =
F

m
+ δ, (2.11)

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ ïðåäëàãàåò íàì ðÿä ìåòîäîâ áîðüáû ñ

ïîñòîÿííûìè âîçìóùåíèÿìè, òàêèõ êàê âêëþ÷åíèå â ñèñòåìó äîïîëíèòåëüíî-

ãî èíòåãðèðóþùåãî èëè èçîäðîìíîãî çâåíà. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü ïîðÿäîê

àñòàòèçìà ñèñòåìû è, êàê ïðàâèëî, íèâåëèðîâàòü âîçäåéñòâèå ïîñòîÿííûõ

âîçìóùåíèé.

Ïðèìåíåíèå ïåðâîãî ìåòîäà (âêëþ÷åíèå äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðèðóþùå-

ãî çâåíà) â äàííîì ñëó÷àå íå ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîìó ðåçóëüòàòó, ÷òî íå

ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü äàííûé ìåòîä êàê ýôôåêòèâíûé â äàííîì ñëó÷àå.

Ïðèìåíåíèå âòîðîãî ìåòîäà (âêëþ÷åíèå èçîäðîìíîãî çâåíà) äåìîíñòðèðó-

åò óæå ñóùåñòâåííî ëó÷øóþ ýôôåêòèâíîñòü, æåëàåìàÿ ñêîðîñòü äîñòèãàåòñÿ
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Ðèñóíîê 14 � Ãðàôèê ñêîðîñòè q̇(t) ïðè äîáàâëåíèè â êîíòóð èíòåãðàòîðà,

æåëàåìàÿ ñêîðîñòü v̄ = 5ì/ñ, âíåøíåå âîçìóùåíèå δ = 10.

â äîñòàòî÷íî êîðîòêîå âðåìÿ ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ñåêóíä. Çäåñü ñòîèò îòìå-

òèòü, ÷òî èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü íå òî÷íî ê çàäàâàåìîìó çíà÷åíèþ, à ê åãî

íåêîòîðîé ìàëîé îêðåñòíîñòè, è çíà÷åíèå ïðîäîëæàåò êîëåáàòüñÿ â íåé, íå

ñõîäÿñü ê êîíñòàíòå.

Äëÿ îáëåã÷åíèÿ ðàñ÷åòîâ è óïðîùåíèÿ ïðîöåäóðû ñèíòåçà, çàäà÷ó òðàåê-

òîðíîãî óïðàâëåíèÿ áóäåì ðåøàòü â äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå îñóùåñòâèì

çàìûêàíèå ñêîðîñòíîé ïîäñèñòåìû ïðè ïîìîùè ëîêàëüíîãî ðåãóëÿòîðà. Ýòî

äåéñòâèå ïîçâîëèò ïîíèçèòü ïîðÿäîê èñõîäíîé ìîäåëè îáúåêòà óïðàâëåíèÿ

íà åäèíèöó, ÷òî ñóùåñòâåííî îáëåã÷èò ïðåîáðàçîâàíèå ê çàäà÷íî îðèåíòè-

ðîâàííûì êîîðäèíàòàì è ïîñëåäóþùèé ñèíòåç çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå

ñîñòàâëÿþò âòîðîé ýòàï ðåøåíèÿ çàäà÷è òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ âîçìóùåí-

íûì îáúåêòîì.

Çàìûêàíèå âíóòðåííåãî ñêîðîñòíîãî êîíòóðà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ öåëüþ îñó-
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Ðèñóíîê 15 � Ãðàôèê ñêîðîñòè q̇(t) ïðè äîáàâëåíèè â êîíòóð èçîäðîìíîãî

çâåíà, æåëàåìàÿ ñêîðîñòü v̄ = 5ì/ñ, âíåøíåå âîçìóùåíèå δ = 10.

ùåñòâëåíèÿ çàäà÷è ñëåæåíèÿ îáúåêòîì óïðàâëåíèÿ âèäà (2.1) çà çàäàþùèì

ñèãíàëîì v̄, âèä êîòîðîãî äàëåå áóäåò ñêîíñòðóèðîâàí, èñõîäÿ èç ïîñòàíîâêè

çàäà÷è òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòîãî äîáèòüñÿ, íåîáõîäè-

ìî îáåñïå÷èòü ïîääåðæàíèå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

lim
t→∞

(q̇ − v̄) = 0. (2.12)

Â [36] ïîêàçàíî, ÷òî ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ (äëÿ íåâîçìóùåííîãî îáúåêòà

óïðàâëåíèÿ), âûáðàâ çàêîí óïðàâëåíèÿ âèäà

F

m
= ˙̄v − kq(q̇ − v̄). (2.13)

Îäíàêî, åñëè íà îáúåêò óïðàâëåíèÿ áóäåò âîçäåéñòâîâàòü ïîñòîÿííîå íåèç-

ìåðÿåìîå âîçìóùåíèå δ = const, ðåãóëÿòîð (2.13) íå áóäåò îáåñïå÷èâàòü âû-

ïîëíåíèå öåëåâîãî óñëîâèÿ (2.12). Äàëåå áóäåò ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ çà-
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äà÷è çàìûêàíèÿ ñêîðîñòíîãî êîíòóðà â ïðèñóòñòâèè òàêîãî âîçìóùåíèÿ, â

òîì ÷èñëå ïðè îòñóòñòâèè èçìåðåíèÿ ñêîðîñòè q̇.

Ïðè íàëè÷èè íåïîñðåäñòâåííîãî âîçäåéñòâèÿ íåèçìåðÿåìîãî âíåøíåãî âîç-

ìóùåíèÿ íà îáúåêò óïðàâëåíèÿ åãî ìîäåëü ïðèíèìàåò âèä (2.11) è, ñ ó÷åòîì

ðåãóëÿòîðà (2.13), ìîæíî çàïèñàòü

q̈ = ˙̄v − kq(q̇ − v̄) + δ.

Î÷åâèäíî, ÷òî íåîáõîäèìî ñêîìïåíñèðîâàòü íåèçâåñòíîå âîçìóùåíèå äëÿ

îáåñïå÷åíèÿ âûïîëíåíèÿ öåëè óïðàâëåíèÿ.

×òîáû îñóùåñòâèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ëÿïóíî-

âà ñëåäóþùåãî âèäà:

V1 =
1

2
(q̇−v̄)T (q̇−v̄)+

1

2
((q̇−v̄)−γ−σ)T ((q̇−v̄)−γ−σ)+

1

2
σTσ+

1

2
σ̇T σ̇, (2.14)

ãäå v̄ � âåêòîð æåëàåìûõ ñêîðîñòåé, γ è σ � âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå.

Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà (2.14) ïî âðåìåíè:

V̇1 = (q̇ − v̄)T (q̈ − ˙̄v) + ((q̇ − v̄)− γ − σ)T ((q̈ − ˙̄v)− γ̇ − σ̇) + σT σ̇ + σ̇T σ̈ =

= (2(q̇ − v̄)− γ − σ)T
(
F

m
− ˙̄v

)
− γ̇T ((q̇ − v̄)− γ) + σ̇((q̇ − v̄)− γ − σ̈).

Ââåäåì óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå â âèäå

F

m
= ˙̄v − kq (2(q̇ − v̄)− γ − σ) , (2.15)

σ̈ = ((q̇ − v̄)− γ) , (2.16)

γ̇ = kγ ((q̇ − v̄)− γ) , (2.17)

Ïîäñòàâèâ (2.15)�(2.17) â âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé, ïîëó÷èì
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V̇1 = −kq(2(q̇ − v̄)− γ − σ)T (2(q̇ − v̄)− γ − σ)− kγ((q̇ − v̄)− γ)T ((q̇ − v̄)− γ).

Âîçüìåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèè Ëÿïóíîâà (2.14) ïî âðåìåíè:

V̈1 = −2kq(2(q̇− v̄)−γ−σ)T (2(q̈− ˙̄v)− γ̇− σ̇)−2kγ((q̇− v̄)−γ)T ((q̈− ˙̄v)− γ̇) =

= −2kq(q̇ − v̄ − γ − σ)T (−kq (2(q̇ − v̄)− γ − σ))−

− 2kγ((q̇ − v̄)− γ)T ((−kq (2(q̇ − v̄)− γ − σ))− ˙̄v)− kγ ((q̇ − v̄)− γ)).

Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñëåä-

ñòâèåì èç ëåììû Áàðáàëàòà [9].

Ñëåäñòâèå. Åñëè äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëå [t0,∞)

ôóíêöèÿ f(t) èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë ïðè t → ∞ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ

íà ýòîì èíòåðâàëå îãðàíè÷åíà, òî ïðîèçâîäíàÿ ḟ(t) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè

t→∞.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà (2.14) îãðàíè÷åíà ñíèçó íóëåì è

V̇1 ≤ 0, òî ôóíêöèÿ V1 ñõîäèòñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó ïðè t → ∞. Èç îãðà-

íè÷åííîñòè ôóíêöèè V1 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè (q̇ − v̄), ((q̇ − v̄)− γ − σ), σ è

σ̇ òàêæå îãðàíè÷åíû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è ôóíêöèè γ̇ = kγ ((q̇ − v̄)− γ) è

σ̈ = ((q̇ − v̄)− γ) îãðàíè÷åíû, à çíà÷èò V̈1 òàêæå îãðàíè÷åíà, à V̇1 àñèìïòî-

òè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t→∞. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíî-

øåíèÿ

lim
t→∞

(2(q̇ − v̄)− γ − σ) = 0,

lim
t→∞

((q̇ − v̄)− γ) = 0.

Íà îñíîâàíèè âûøåèçëîæåííîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî

lim
t→∞

γ = 0,

lim
t→∞

σ = (q̇ − v̄).
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Òàêèì îáðàçîì, êîíòóð ïî ñêîðîñòè îáëàäàåò ñâîéñòâîì ãëîáàëüíîé àñèìï-

òîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

lim
t→∞

(q̇ − ˙̄v) = 0.
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Ðèñóíîê 16 � Ãðàôèê ñêîðîñòè q̇(t) ïðè çàêîíå óïðàâëåíèÿ âèäà

(2.15)�(2.17), æåëàåìàÿ ñêîðîñòü v̄ = 1ì/ñ, âíåøíåå âîçìóùåíèå δ = 10.

Íà ðèñóíêå 16 ïðèâåäåí ãðàôèê ñêîðîñòè q̇(t) ïðè çàêîíå óïðàâëåíèÿ âè-

äà (2.15)�(2.17). Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ñèíòåçèðîâàííûé çàêîí óïðàâëåíèÿ

ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü ñòàáèëèçàöèþ ñêîðîñòíîé ïîäñèñòåìû ñ íóëåâîé óñòà-

íîâèâøåéñÿ îøèáêîé ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî ïîñòîÿííîãî íåèçìåðÿåìîãî îãðà-

íè÷åííîãî âîçìóùåíèÿ, ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþùåãî ïî àìïëèòóäå æåëàåìóþ

ñêîðîñòü. Ïðè ýòîì âðåìÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà t = 1.1ñ âäâîå ìåíüøå àíàëî-

ãè÷íîãî ïîêàçàòåëÿ ïðè âêëþ÷åíèè èçîäðîìíîãî çâåíà t = 2.2ñ ïðè ðàâåíñòâå

êîýôôèöèåíòà kq è êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ èçîäðîìíîãî çâåíà.
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Ïîñëå çàìûêàíèÿ ñêîðîñòíîãî êîíòóðà, ìîäåëü ñèñòåìû âèäà (2.1) ìîæíî

çàïèñàòü â ðåäóöèðîâàííîé ôîðìå:

q̇ = v̄. (2.18)

Òåïåðü áóäåì ôîðìèðîâàòü âíóòðåííèé êîíòóð äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé

çàäà÷è òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ. Çàêîí óïðàâëåíèÿ v̄ áóäåì ñèíòåçèðîâàòü â

âèäå:

v̄ = ue + us, (2.19)

ãäå ue � êîìïîíåíò, îáåñïå÷èâàþùèé ñòàáèëèçàöèþ ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî

æåëàåìîé òðàåêòîðèè, òåì ñàìûì ðåøàþùèé ãåîìåòðè÷åñêóþ ïîäçàäà÷ó, à us

� êîìïîíåíò, îáåñïå÷èâàþùèé æåëàåìóþ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ âäîëü ïðåäïè-

ñàííîé òðàåêòîðèè, ðåøàÿ òåì ñàìûì êèíåìàòè÷åñêóþ ïîäçàäà÷ó.

Îñóùåñòâèì òåïåðü ïåðåõîä ê çàäà÷íî îðèåíòèðîâàííûì êîîðäèíàòàì ïðè

ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.8), îïðåäåëåííîãîî âûøå. Î÷åâèäíî, ÷òî êîìïî-

íåíò us äëÿ ðåøåíèÿ êèíåìàòè÷åñêîé ïîäçàäà÷è ìîæíî âûáðàòü â ñëåäóþùåì

âèäå:

us = R(α)Υ−1(q)

[
v∗

0

]
. (2.20)

Òîãäà âûðàæåíèå (2.18) ïðèìåò âèä

q̇ = R(α)Υ−1(q)

[
v∗

0

]
+ ue.

Òåïåðü îñóùåñòâèì ñèíòåç ñòàáèëèçèðóþùåãî çàêîíà óïðàâëåíèÿ ue. Ðàñ-

ñìîòðèì ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà Ve ñëåäóþùåãî âèäà:

Ve =
ke
2
ϕ2(q). (2.21)

Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè (2.21) ïî âðåìåíè:
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V̇e = keϕ(q)

(
∂

∂q
ϕ(q)

)T
q̇ = keϕ(q)

(
∂

∂q
ϕ(q)

)T
us +

+keϕ(q)

(
∂

∂q
ϕ(q)

)T
Υ−1(q)


V ∗

0

0

 = keϕ(q)

(
∂

∂q
ϕ(q)

)T
us.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âòîðàÿ ïîëîâèíà ïîëó÷èâøåãîñÿ âûðàæåíèÿ â ñè-

ëó îðòîãîíàëüíîñòè òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Òåïåðü âûáåðåì ue â âèäå

ue = −keϕ(q)
∂

∂q
ϕ(q), (2.22)

ãäå ke � ïîñòîÿííûé ïîëîæèòåëüíûé êîýôôèöèåíò.

Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè (2.21) ïðèìåò âèä

V̇e = −u2
e ≤ 0,

÷òî îçíà÷àåò àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü òî÷êè e(q) = 0, ðåøàÿ òåì ñà-

ìûì ãåîìåòðè÷åñêóþ ïîäçàäà÷ó, ÷òî, â ñîâîêóïíîñòè ñ ïðèâåäåííûì âûøå

ðåøåíèåì êèíåìàòè÷åñêîé ïîäçàäà÷è, îáåñïå÷èâàåò ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé

çàäà÷è òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ ìîáèëüíûì ðîáîòîì â óñëîâèÿõ íàëè÷èÿ

âíåøíåãî ïîñòîÿííîãî íåèçìåðÿåìîãî îãðàíè÷åííîãî âîçìóùåíèÿ.

2.2 Ñèíòåç òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ âîçìóùåííûì îáú-

åêòîì áåç èçìåðåíèÿ ëèíåéíûõ ñêîðîñòåé

Ðàññìîòðèì çàäà÷è, àíàëîãè÷íûå ïðåäñòàâëåííûì âûøå, ïðè îòñóòñòâèè

âîçìîæíîñòè èçìåðåíèÿ ñêîðîñòè q̇. Ðàññóæäåíèÿ áóäåì ñòðîèòü àíàëîãè÷íî

ïðåäûäóùåìó ðàçäåëó.

Ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ äîïîëíèì, ââåäÿ åùå îäíó âñïîìîãàòåëüíóþ

ïåðåìåííóþ ξ = q− p. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ îáåñïå÷èòü, ÷òîáû âûïîëíåíÿëîñü

óñëîâèå

lim
t→∞

ξ = 0,
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÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîâëå÷åò çà ñîáîé âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

lim
t→∞

p = q. (2.23)

Âíîâü âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ôóíêöèé Ëÿïóíîâà. Ââåäåì âñïîìîãàòåëü-

íûå ïåðåìåííûå β = δ − σ è ξ = q − p, ãäå σ è p � âñïîìîãàòåëüíûå ïå-

ðåìåííûå, ïîâåäåíèå êîòîðûõ áóäåò îïðåäåëåíî ïîçäíåå. Òåïåðü ðàññìîòðèì

ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà ñëåäóþùåãî âèäà:

V2 =
1

2
(q̇− v̄)T (q̇− v̄) +

1

2
((q̇− v̄)− γ−σ)T ((q̇− v̄)− γ−σ) +

1

2
σTσ+

1

2
σ̇T σ̇+

+
1

2
ξ̇T ξ̇ +

k1

2
ξT ξ +

k2

2
(ξ − η)T (ξ − η), (2.24)

ãäå v̄ � âåêòîð æåëàåìûõ ñêîðîñòåé, γ, η � âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå,

k1, k2 � ïîñòîÿííûå ïîëîæèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ

ôóíêöèè Ëÿïóíîâà (2.24) ïî âðåìåíè:

V̇2 = (q̇ − v̄)T (q̈ − ˙̄v) + β̇T β̈ + k1β
T β̇ + k2(β − γ)T (β̇ − γ̇)+

+ ξ̇T ξ̈ + k3ξ
T ξ̇ + k4(ξ − η)T (ξ̇ − η̇) =

= (ṗ− v̄)

(
F

m
+ δ − ˙̄v

)
+ β̇(−σ̈ + k1β + k2(β − γ))− k2γ̇

T (β − γ)+

+ ξ̇T
(
F

m
+ δ − ˙̄v

)
+ ξ̇

(
F

m
+ δ − p̈+ k3ξ + k4(ξ − η)

)
− k4η̇

T (ξ − η) =

= (ṗ− v̄)

(
F

m
+ δ − ˙̄v

)
+ β̇(−σ̈ + k1β + k2(β − γ))− k2γ̇

T (β − γ)+

+ ξ̇T
(

2F

m
+ 2δ − ˙̄v − p̈+ k3ξ + k4(ξ − η)

)
− k4η̇

T (ξ − η).

Ââåäåì óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå â âèäå

F

m
= ˙̄v − kq (2(ṗ− v̄)− γ − σ) , (2.25)

σ̈ = k1 ((ṗ− v̄)− γ) , (2.26)



58

γ̇ = kγ ((ṗ− v̄)− γ) , (2.27)

p̈ = ˙̄v − kp(ṗ− v̄) + k1ξ + k2(ξ − η), (2.28)

η̇ = kη (ξ − η) , (2.29)

Ïîäñòàâèâ (2.25)�(2.29) â âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé, ïîëó÷èì

V̇2 = −kq(2(ṗ− v̄)−γ−σ)T (2(ṗ− v̄)−γ−σ)−kγ((ṗ− v̄)−γ)T ((ṗ− v̄)−γ)−

− k2kη(ξ − η)T (ξ − η) ≤ 0.

Âîçüìåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèè Ëÿïóíîâà (2.24) ïî âðåìåíè:

V̈2 = −2kq(2(ṗ− v̄)−γ−σ)T (2(p̈− ˙̄v)− γ̇− σ̇)−2kγ((ṗ− v̄)−γ)T ((p̈− ˙̄v)− γ̇)−

− 2k2kη(ξ − η)T (ξ̇ − η̇) = −2kq(ṗ− v̄)T (−kp(ṗ− v̄) + k3ξ + k4(ξ − η))−

− 2k2kβ(β − γ)T (β̇ − γ̇)− 2k2kη(ξ − η)T (ξ̇ − η̇).

Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, ðàññóæäàÿ ïî àíàëîãèè ñ ïðåäû-

äóùèì ðàçäåëîì. Äëÿ ýòîãî âíîâü âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì èç ëåììû Áàð-

áàëàòà.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà (2.24) îãðàíè÷åíà ñíèçó íóëåì è

V̇2 ≤ 0, òî ôóíêöèÿ V2 ñõîäèòñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó ïðè t → ∞. Èç îãðà-

íè÷åííîñòè ôóíêöèè V2 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè (q̇ − v̄), ((q̇ − v̄) − γ − σ),

ξ̇ = q̇− ṗ, ξ = q− p è (ξ− η) òàêæå îãðàíè÷åíû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è ôóíê-

öèè γ̇ = kγ ((q̇ − v̄)− γ), σ̈ = k1 ((ṗ− v̄)− γ) è η̇ = kη (ξ − η) îãðàíè÷åíû,

çíà÷èò, ôóíêöèÿ (ξ̇− η̇) òîæå îãðàíè÷åíà, à çíà÷èò V̈2 òàêæå îãðàíè÷åíà, à V̇2

àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t→∞. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿþòñÿ

ñîîòíîøåíèÿ

lim
t→∞

(ṗ− v̄) = 0,
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lim
t→∞

(β − γ) = 0,

lim
t→∞

(ξ − η) = 0.

Íà îñíîâàíèè âûøåèçëîæåííîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî

lim
t→∞

γ = 0,

lim
t→∞

σ = (ṗ− v̄).

Òåïåðü ïðîäèôôåðåíöèðóåì âûðàæåíèå ṗ − v̄ = 0 ñ èñïîëüçîâàíèåì ïî-

ëó÷åííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ:

−k1ξ = 0,

èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî

lim
t→∞

ξ = 0,

èç ÷åãî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò, ÷òî

lim
t→∞

η = 0.

Òàêèì îáðàçîì, êîíòóð ïî ñêîðîñòè îáëàäàåò ñâîéñòâîì ãëîáàëüíîé àñèìï-

òîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

lim
t→∞

(q − p) = 0,

lim
t→∞

(q̇ − ṗ) = 0,

lim
t→∞

(q̇ − v̄) = 0,

lim
t→∞

(ṗ− v̄) = 0.

Íà ðèñóíêå 17 ïðèâåäåí ãðàôèê ñêîðîñòè q̇(t) ïðè çàìûêàíèè âíóòðåííåãî

êîíòóðà çàêîíîì óïðàâëåíèÿ âèäà (2.25)�(2.29). Êàê âèäíî èç ïîëó÷åííîãî

ðåçóëüòàòà, ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ óñïåøíî ðåàëèçóåò çàäà÷ó

çàìûêàíèÿ âíóòðåííåãî ñêîðîñòíîãî êîíòóðà. Òåïåðü ìîæíî ïðèñòóïàòü ê

ñèíòåçó âíåøíåãî êîíòóðà ïî ïîëîæåíèþ.
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Ðèñóíîê 17 � Ãðàôèê ñêîðîñòè q̇(t) ïðè çàêîíå óïðàâëåíèÿ âèäà

(2.25)�(2.29), æåëàåìàÿ ñêîðîñòü v̄ = 1ì/ñ, kq = 5, kp = 5, âíåøíåå

âîçìóùåíèå δ = 10.

Ïîñëå çàìûêàíèÿ ñêîðîñòíîãî êîíòóðà, ìîäåëü ñèñòåìû âèäà (2.1) ìîæíî

çàïèñàòü â ðåäóöèðîâàííîé ôîðìå:

q̇ = v̄. (2.30)

Òåïåðü áóäåì ôîðìèðîâàòü âíóòðåííèé êîíòóð äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé

çàäà÷è òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ. Çàêîí óïðàâëåíèÿ v̄ áóäåì ñèíòåçèðîâàòü â

âèäå:

v̄ = ue + us, (2.31)

ãäå ue � êîìïîíåíò, îáåñïå÷èâàþùèé ñòàáèëèçàöèþ ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî

æåëàåìîé òðàåêòîðèè, òåì ñàìûì ðåøàþùèé ãåîìåòðè÷åñêóþ ïîäçàäà÷ó, à us
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� êîìïîíåíò, îáåñïå÷èâàþùèé æåëàåìóþ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ âäîëü ïðåäïè-

ñàííîé òðàåêòîðèè, ðåøàÿ òåì ñàìûì êèíåìàòè÷åñêóþ ïîäçàäà÷ó.

Ïî àíàëîãèè ïðîäåëàííûì â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, îñóùåñòâèì òåïåðü

ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò ê çàäà÷íî îðèåíòèðîâàííîé ôîðìå è ðåøèì çà-

äà÷ó òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî êîìïîíåíò us äëÿ ðåøåíèÿ

êèíåìàòè÷åñêîé ïîäçàäà÷è ìîæíî âûáðàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

us = R(α)Υ−1(p)

[
v∗

0

]
. (2.32)

Òîãäà âûðàæåíèå (2.30) ïðèìåò âèä

ṗ = R(α)Υ−1(p)

[
v∗

0

]
+ ue.

Òåïåðü îñóùåñòâèì ñèíòåç ñòàáèëèçèðóþùåãî çàêîíà óïðàâëåíèÿ ue. Ðàñ-

ñìîòðèì ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà Ve ñëåäóþùåãî âèäà:

Ve =
ke
2
ϕ2(p). (2.33)

Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè (2.33) ïî âðåìåíè:

V̇e = keϕ(p)

(
∂

∂p
ϕ(p)

)T
ṗ = keϕ(p)

(
∂

∂p
ϕ(p)

)T
us +

+keϕ(p)

(
∂

∂p
ϕ(p)

)T
Υ−1(p)


V ∗

0

0

 = keϕ(p)

(
∂

∂p
ϕ(p)

)T
us.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âòîðàÿ ïîëîâèíà ïîëó÷èâøåãîñÿ âûðàæåíèÿ â ñè-

ëó îðòîãîíàëüíîñòè òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Òåïåðü âûáåðåì ue â âèäå

ue = −keϕ(p)
∂

∂p
ϕ(p), (2.34)

ãäå ke � ïîñòîÿííûé ïîëîæèòåëüíûé êîýôôèöèåíò.
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Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè (2.33) ïðèìåò âèä

V̇e = −u2
e ≤ 0,

÷òî îçíà÷àåò àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü òî÷êè e(p) = 0, ðåøàÿ òåì ñà-

ìûì ãåîìåòðè÷åñêóþ ïîäçàäà÷ó, ÷òî, â ñîâîêóïíîñòè ñ ïðèâåäåííûì âûøå ðå-

øåíèåì êèíåìàòè÷åñêîé ïîäçàäà÷è îáåñïå÷èâàåò ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà-

÷è òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ ìîáèëüíûì ðîáîòîì â óñëîâèÿõ íàëè÷èÿ âíåø-

íåãî ïîñòîÿííîãî íåèçìåðÿåìîãî îãðàíè÷åííîãî âîçìóùåíèÿ.

2.3 Ïðèìåðû

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ âäîëü òèïîâûõ

æåëàåìûõ òðàåêòîðèé: ïðÿìîé ëèíèè è îêðóæíîñòè.

Â ñëó÷àå ïðÿìîé ëèíèè çàäà÷íî îðèåíòèðîâàííûå êîîðäèíàòû è ÿêîáèàí

çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ(q) = − sinα∗x+ cosα∗y + ϕ0 = 0,

ψ(q) = cosα∗x+ sinα∗y + ψ0,

Υ(q) =

[
cosα∗ sinα∗

− sinα∗ cosα∗

]
.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ âäîëü ïðÿìîé ëèíèè ïðåäñòàâëåíû

íà ðèñóíêàõ 18 è 19. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü ïðè ñëåäóþùèõ ïàðàìåò-

ðàõ: α∗ = π/6, æåëàåìàÿ ñêîðîñòü v∗ = 1, àìïëèòóäà âîçìóùåíèÿ δ = 10, êî-

ýôôèöèåíòû ðåãóëÿòîðà kq = 10, k1 = 0.1, k2 = 10, k3 = 0.2, k4 = 5, kgamma =

3, keta = 3, ke = 3.

Â ñëó÷àå îêðóæíîñòè çàäà÷íî îðèåíòèðîâàííûå êîîðäèíàòû è ÿêîáèàí

çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ(q) =
1

2R
(R2 − (x− x0)

2 − (y − y0)
2) = 0,
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Ðèñóíîê 18 � Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ

âäîëü ïðÿìîé ëèíèè.

ψ(q) = R arctan
y − y0

x− x0
,

Υ(q) =
1

R

[
−(y − y0) (x− x0)

−(x− x0) −(y − y0)

]
.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ âäîëü îêðóæíîñòè ïðåäñòàâëåíû íà

ðèñóíêàõ 20 è 21. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü ïðè ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðàõ:

x0 = 4, y0 = 4, R = 5, æåëàåìàÿ ñêîðîñòü v∗ = 0.1, àìïëèòóäà âîçìóùåíèÿ

δ = 10, êîýôôèöèåíòû ðåãóëÿòîðà kq = 10, k1 = 0.1, k2 = 10, k3 = 0.2, k4 =

5, kgamma = 3, keta = 3.

Èç ïðåäñòàâëåííûõ ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî ñèíòåçèðîâàííûå çàêîíû óïðàâ-

ëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàáîòîñïîñîáíûìè è îáåñïå÷èâàþò ñëåäîâàíèå íàïåðåä çà-

äàííîé òðàåêòîðèè ñ íóëåâûì óñòàíîâèâøèìñÿ îðòîãîíàëüíûì îòêëîíåíèåì

ïðè íàëè÷èè íåèçìåðÿåìîãî ïîñòîÿííîãî âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ.
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Ðèñóíîê 19 � Îðòîãîíàëüíîå îòêëîíåíèå ïðè ïåðåìåùåíèè îáúåêòà

óïðàâëåíèÿ âäîëü ïðÿìîé ëèíèè.

2.4 Âûâîäû ïî ãëàâå

Â äàííîé ãëàâå áûë ïðåäñòàâëåí ìåòîä ñèíòåçà àëãîðèòìîâ òðàåêòîðíîãî

óïðàâëåíèÿ âîçìóùåííûì îáúåêòîì óïðàâëåíèÿ, à òàêæå ðåøåíà àíàëîãè÷-

íàÿ çàäà÷à â ðàñøèðåííîé ïîñòàíîâêå, ïðåäïîëàãàþùåé íåäîñòóïíîñòü äëÿ

èçìåðåíèÿ ïðîèçâîäíûõ âûõîäíîé ïåðåìåííîé (ëèíåéíûõ ñêîðîñòåé). Ñèíòå-

çèðîâàííûå ðåãóëÿòîðû ïîñòðîåíû íà îñíîâå ïðèíöèïà ñòàáèëèçàöèè ìíîãî-

îáðàçèé â ïðîñòðàíñòâå âûõîäîâ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ, ïîçâîëÿþùèõ îáåñïå-

÷èòü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ

áîëüøåé òî÷íîñòè äâèæåíèÿ. Ðàáîòîñïîñîáíîñòü ñèíòåçèðîâàííûõ àëãîðèò-

ìîâ óïðàâëåíèÿ ïîäòâåðæäåíà ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
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Ðèñóíîê 20 � Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ

âäîëü îêðóæíîñòè.

3 Òðàåêòîðíîå óïðàâëåíèå ïðè íàëè÷èè ïðåïÿòñòâèé

Íàëè÷èå íà æåëàåìîé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà ñòàöèî-

íàðíûõ ïðåïÿòñòâèé òðåáóåò âðåìåííîé ñìåíû òðàåêòîðèè ñ öåëüþ èçáåæà-

íèÿ ñòîëêíîâåíèÿ ñ ïðåïÿòñòâèåì [16]. Ïðîáëåìà èçáåæàíèÿ ñòîëêíîâåíèÿ ñ

ïðåïÿòñòâèåì � ïðîáëåìà ïëàíèðîâàíèÿ ïóòè è ìîæåò áûòü ðåøåíà íåñêîëü-

êèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, ñóùåñòâóþò ñòðàòåãèè ¾îáúåçäà¿ è

¾îòúåçäà¿ ïðåäîòâðàùåíèÿ ñòîëêíîâåíèé. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìîáèëüíûé ðî-

áîò ïåðåìåùàåòñÿ ïî íîâîé (îáû÷íî � êðóãîâîé) òðàåêòîðèè âîêðóã ïðåïÿò-

ñòâèÿ, à ïîñëå èçáåæàíèÿ ñòîëêíîâåíèÿ âîçâðàùàåòñÿ ê èñõîäíîé æåëàåìîé

òðàåêòîðèè. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìîáèëüíûé ðîáîò ïåðåìåùàåòñÿ âäîëü íîâîé

òðàåêòîðèè âîêðóã ïðåïÿòñòâèÿ, êàê è ðàíüøå, íî ïîñëå óñòðàíåíèÿ ñòîëêíî-

âåíèÿ îí íå âîçâðàùàåòñÿ ê èñõîäíîé æåëàåìîé òðàåêòîðèè, à äâèæåòñÿ ïî

íîâîé. Âûáîð êîíêðåòíîãî ìåòîäà çàâèñèò îò ïîñòàíîâêè çàäà÷è óïðàâëåíèÿ

òðàåêòîðèåé äëÿ êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû, ðàññìîòðåí-
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Ðèñóíîê 21 � Îðòîãîíàëüíîå îòêëîíåíèå ïðè ïåðåìåùåíèè îáúåêòà

óïðàâëåíèÿ âäîëü îêðóæíîñòè.

íîé â íàñòîÿùåé ðàáîòå, íåîáõîäèìî ñëåäîâàòü òî÷íî çàäàííîé òðàåêòîðèè,

ïîýòîìó ñëåäóåò âûáðàòü ñòðàòåãèþ ¾îáúåçä¿. Òðàåêòîðèÿ îáúåçäà çàäàåòñÿ,

êàê ïðàâèëî, â âèäå êðóãîâîé ãðàíèöû íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ïðåïÿòñòâèÿ.

3.1 Òðàåêòîðíîå óïðàâëåíèå ïëîñêèì äâèæåíèåì ïðè

íàëè÷èè âíåøíåãî ïîäâèæíîãî îáúåêòà

Ïîëîæåíèÿ ðîáîòà â àáñîëþòíîé ïëîñêîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

XY ∈ R2 (ñì. ðèñóíîê 22) õàðàêòåðèçóåòñÿ ïàðîé (q, α) èëè

q, T (α),

ãäå q =
[
x y

]T
∈ XY âåêòîð äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò öåíòðà ìàññ ðîáîòà C,

α � ñêàëÿðíûé óãîë îðèåíòàöèè ðîáîòà, T îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäà

îò àáñîëþòíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê ñâÿçàííîé ñ ðîáîòîì ñèñòåìå êîîðäèíàò
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Ðèñóíîê 22 � Ìîáèëüíûé ðîáîò è âíåøíèé ïîäâèæíûé îáúåêò

ñ íà÷àëîì â öåíòðå ìàññ ðîáîòà, êîíñòðóèðóåìàÿ â âèäå:

T (α) =

[
τT1 (α)

τT2 (α)

]
=

[
cosα sinα

− sinα cosα

]
∈ SO(2)

Ïîëîæåíèå ïîäâèæíîãî âíåøíåãî îáúåêòà (ñì. ðèñóíîê 22) â àáñîëþòíîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò îïèñûâàåòñÿ ïàðîé (qo, α
o) èëè

qo, T (αo),

ãäå qo =
[
xo yo

]T
∈ XY âåêòîð äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò öåíòðà ìàññ ïî-

äâèæíîãî îáúåêòà Co, αo ñêàëÿðíûé óãîë îðèåíòàöèè ïîäâèæíîãî îáúåêòà,

To ∈ SO(2) îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäà îò àáñîëþòíîé ñèñòåìû êîîð-

äèíàò ê ñâÿçàííîé ñ ïîäâèæíûì îáúåêòîì ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â

öåíòðå ìàññ ïîäâèæíîãî îáúåêòà.

Äèíàìèêà ìîáèëüíîãî ðîáîòà â àáñîëþòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îïèñûâà-

åòñÿ âûðàæåíèÿìè [
q̇

α̇

]
= RT (α)

[
v

ω

]
, (3.1)

A

[
v̇

ω̇

]
= RT (α)

[
F

M

]
, (3.2)
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ãäå v ∈ R2 ñêîðîñòü ðîáîòà â ñâÿçàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ω ∈ R1 óãëîâàÿ

ñêîðîñòü ðîáîòà,

R(α) =

[
T (α) 0

0 1

]
,

A =


m 0 0

0 m 0

0 0 J

 ,
ãäå m ìàññà ðîáîòà, J ìîìåíò èíåðöèè ðîáîòà, F ∈ R2 âåêòîð óïðàâëÿþùèõ

ñèë, M ∈ R1 óïðàâëÿþùèé ìîìåíò.

Îïèñàíèå âíåøíåãî ïîäâèæíîãî îáúåêòà â àáñîëþòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

èìååò âèä

ẏo = vo, (3.3)

Ṫ (αo) = ωoET (αo), (3.4)

ãäå vo è ωo ìãíîâåííûå ëèíåéíàÿ è óãëîâàÿ ñêîðîñòè îáúåêòà óïðàâëåíèÿ â

àáñîëþòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò,

E =

[
0 1

−1 0

]
∈ SO(2).

Ìàòðè÷íîå âûðàæåíèå (3.4) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ÿâíîé ôîðìå

α̇o = ωo. (3.5)

Òåïåðü îïðåäåëèì îòíîñèòåëüíîå ïîëîæåíèå ðîáîòà â ïîäâèæíîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â öåíòðàëüíîé òî÷êå âíåøíåãî îáúåêòà C0. Åå íåòðóäíî

îïðåäåëèòü, çíàÿ õàðàêòåðèñòèêè äâèæåíèÿ ðîáîòà è âíåøíåãî îáúåêòà:

qr = T (αo)(q − qo), (3.6)

T (αr) = T (α)T T (αo), (3.7)
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èëè, â ÿâíîì âèäå

αr = α− αo. (3.8)

Äâàæäû ïðîäèôôåðåíöèðóåì âûðàæåíèÿ (3.6) è (3.8):

q̇r = ωoEx+ T (αo) (q̇ − q̇o) , (3.9)

α̇r = ω − ωo, (3.10)

q̈r = (ωo)
2x+ 2ωoET (αo) (q̇ − q̇o) +

+
1

m
T (αo)T

T (α)F, (3.11)

α̈r =
1

J
M. (3.12)

Çàäàäèì æåëàåìóþ òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ ðîáîòà â ïîäâèæíîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò â íåÿâíîì âèäå

ϕ(qr) = 0, (3.13)

Ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ëîêàëüíóþ êîîðäèíàòó (äëèíó òðàåêòîðèè, ñì.

ðèñóíîê 23) â âèäå

s = ψ(qr), (3.14)

ãäå ϕ(qr) è ψ(qr) ãëàäêèå ôóíêöèè.

Âîñïîëüçóåìñÿ îðòîãîíàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì êðèâûõ (ñì. [51]) äëÿ êî-

òîðîãî ôóíêöèè ϕ è ψ âûáèðàþòñÿ òàêèå, ÷òî íà êðèâîé S, ìàòðèöà ßêîáè

Υ(qr) =

[
∂ψ/∂qr

∂ϕ/∂qr

]

îðòîãîíàëüíà. Òîãäà, îáîçíà÷èâ Υ∗(qr) = Υ(qr) |qr∈S, ìîæíî çàïèñàòü

M ∗(qr) = T (α∗r) ∈ SO(2),
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Ðèñóíîê 23 � Æåëàåìàÿ òðàåêòîðèÿ S è çàäà÷íî îðèåíòèðîâàííûå

êîîðäèíàòû (s, e)

ãäå T (α∗r) ïîâîðîòíàÿ ìàòðèöà ïîäâèæíîãî áàçèñà (áàçèñà Ôðåíå), α∗r çàâè-

ñÿùèé îò s óãîë, îïðåäåëÿþùèé îðèåíòàöèþ áàçèñà Ôðåíå â àáñîëþòíîé ñè-

ñòåìå êîîðäèíàò.

Êàê ïîêàçàíî â [12], òàêàÿ ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò èçâåñòíîìó óðàâíåíèþ

Ôðåíå

dT (α∗x)

ds
= S(ξ)T (α∗x) (3.15)

ãäå ξ = ξ(s) êðèâèçíà òðàåêòîðèè. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî

dT (α∗r(s))

dt
=

dT (α∗r(s))

ds

ds

dt
,

ìîæíî çàïèñàòü

Ṫ (α∗r) = ṡξ(s)ET (α∗r). (3.16)

Ìàòðè÷íîå âûðàæåíèå (3.16) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê ÿâíîé ôîðìå

α̇∗r = ṡξ. (3.17)



71

Òåïåðü óãëîâàÿ îðèåíòàöèÿ ðîáîòà îòíîñèòåëüíî ïîäâèæíîé êðèâîé S

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

αr = α∗r + ∆α, (3.18)

èëè â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

T (αr) = T (∆α)T (α∗r), (3.19)

ãäå ∆α âåêòîð æåëàåìîãî ðàçâîðîòà îòíîñèòåëüíî êðèâîé, T (∆α) ∈ SO(2).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì ðîáî-

òà îòíîñèòåëüíî ïîäâèæíîãî îáúåêòà êàê çàäà÷ó ïîääåðæàíèÿ ãîëîíîìíûõ

ñîîòíîøåíèé ìåæäó âûõîäàìè ñèñòåìû q è α çàäàííûõ â âèäå (3.13),(3.19) è

(3.6),(3.8). Îíà äîïîëíÿåòñÿ îïèñàíèåì æåëàåìîãî ðåæèìà ïðîäîëüíîãî äâè-

æåíèÿ ðîáîòà, óñòàíàâëèâàåìîãî, êàê ïðàâèëî, â âèäå æåëàåìîé ñêîðîñòè

ṡ∗(t).

Íàðóøåíèå óñëîâèÿ (14) îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé îðòîãîíàëüíîãî îòêëî-

íåíèÿ

e = ϕ(qr). (3.20)

Íàðóøåíèå óñëîâèÿ (3.18), îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé óãëîâîé îøèáêè

δ = αr − α∗r −∆α (3.21)

èëè

T (δ) = T (αr)T
T (α∗r)T

T (∆α). (3.22)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè

(äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû) òàêèõ âõîäîâ F è M êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò âûïîë-

íåíèå ñëåäóþùèõ ïîäçàäà÷:

1. ñòàáèëèçàöèÿ äâèæåíèÿ ðîáîòà âäîëü æåëàåìîé êðèâîé S, ÷òî ïîäðà-

çóìåâàåò îáíóëåíèå âåëè÷èíû îðòîãîíàëüíîãî îòêëîíåíèÿ e;

2. ñòàáèëèçàöèÿ æåëàåìîé îðèåíòàöèè ðîáîòà îòíîñèòåëüíî æåëàåìîé êðè-

âîé , ÷òî ïîäðàçóìåâàåò ïîääåðæàíèå âçàèìíîé îðèåíòàöèè áàçèñîâ T (αr) è

T (α∗r), èëè îáíóëåíèå âåëè÷èíû óãëîâîé îøèáêè δ;
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3. ïîääåðæàíèå æåëàåìîãî ðåæèìà ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ ðîáîòà, îñíî-

âûâàÿñü íà ïðîñòåéøåé ýòàëîííîé ìîäåëè

ṡ∗ = v∗s . (3.23)

Ïðåäëàãàåìàÿ ïðîöåäóðà ñèíòåçà çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ òðàåêòîðíûì äâè-

æåíèåì âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðåîáðàçîâàíèå èñõîäíîé ìîäåëè ê çàäà÷íî îðèåí-

òèðîâàííûì êîîðäèíàòàì (s, e) è δ, ââåäåíèå â ðàññìîòðåíèå âèðòóàëüíûõ

(çàäà÷íî îðèåíòèðîâàííûõ) óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé us,ue è uδ ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ïîäçàäà÷àì 1�3 è ñèíòåç ëîêàëüíûõ ðåãóëÿòîðîâ, ðåøàþùèõ ñîîò-

âåòñòâóþùèå ïîäçàäà÷è.

Ñíà÷àëà ïîëó÷èì íåîáõîäèìûå ñêîðîñòíûå ñîîòíîøåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ïðî-

äèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèÿ (3.14),(3.20), (3.22) ïî âðåìåíè, ó÷èòûâàÿ (3.9)�

(3.12), (3.1)�(3.5) è (3.16) è ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ âåëè÷èí

îðòîãîíàëüíîãî îòêëîíåíèÿ e âûïîëíÿåòñÿ[
ṡ

ė

]
= T (α∗r)

(
T T (αr)v + ωoEqr − T (αo)vo

)
, (3.24)

è

δ̇ = −ṡξ(s) + ω − ωo. (3.25)

Åùå ðàç ïðîäèôôåðåíöèðóåì âûðàæåíèÿ (3.24) è (3.25) ïî âðåìåíè:

[
s̈

ë

]
= (ṡξ(s) + 2ωo)E

[
ṡ

ė

]
+ (ωo)

2T (α∗r)x

+
1

m
T (α∗r)T

T (αr)F, (3.26)

δ̈ =
1

J
M − ∂ξ

∂s
ṡ− s̈ξ(s). (3.27)

Ââåäåì âèðòóàëüíûå (ëîêàëüíûå) çàêîíû óïðàâëåíèÿ us,ue è uδ â âèäå[
us

ue

]
= (ωo)

2T (α∗r)qr +
1

m
T (α∗r)T

T (αr)F, (3.28)
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uδ =
1

J
M (3.29)

Òåïåðü ïîäñòàâèì (3.28) è (3.29) â âûðàæåíèÿ (3.26)�(3.27) è çàïèøåì

ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â ïîêîîðäèíàòíîé ôîðìå:

s̈− ṡξ(s)ė− 2ωoė = us, (3.30)

ë+ ṡ2ξ(s)ė+ 2ωoṡ = ue, (3.31)

δ̈ +
∂ξ

∂s
ṡ+ s̈ξ(s) = uδ. (3.32)

Âûáåðåì ëîêàëüíûå çàêîíû óïðàâëåíèÿ â âèäå

us = Ks∆V − ṡξ(s)ė− 2ωoė, (3.33)

ue = Ke1e+Ke2ė+ ṡ2ξ(s)ė+ 2ωoṡ, (3.34)

uδ = Kδ1δ +Kδ2δ̇ +
∂ξ

∂s
ṡ+ s̈ξ(s), (3.35)

ãäå Ks,Ke1e,Ke2,Kδ1 è Kδ2 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû.

Íàêîíåö, íàéäåì ðåçóëüòèðóþùèå çàêîíû óïðàâëåíèÿ, ïåðåéäÿ ê ïåðâî-

íà÷àëüíûì êîîðäèíàòàì:

F = mT (αr)T
T (α∗r)

([
us

ue

]
− (ωo)

2T (α∗)qr

)
, (3.36)

M = Juδ. (3.37)

Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàáîòû ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ ðàññìîòðèì äâå ðàç-

ëè÷íûå çàäà÷è, êîòîðûå ìîæíî ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåííûõ âûøå

çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà ïðèâåäåì ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷è äâèæåíèÿ

âäîëü ïðåäïèñàííîé òðàåêòîðèè îòíîñèòåëüíî ïîäâèæíîãî îáúåêòà (ñì. ðèñó-

íîê 24). Æåëàåìàÿ òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà çàäàíà â ôîðìå

îêðóæíîñòè S∗, îïèñàííîé â íåÿâíîì âèäå êàê

ϕ(qr) = x2
r + y2

r −R2 = 0,
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ãäå ðàäèóñ îêðóæíîñòè R = 3. Æåëàåìàÿ ñêîðîñòü ìîáèëüíîãî ðîáîòà v∗

= 0.7(ì/ñ). Ïîäâèæíûé îáúåêò, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî çàäàíà ïðåäïèñàííàÿ

òðàåêòîðèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà, äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîëèíåéíîé òðàåêòîðèè So,

îïèñàííîé â íåÿâíîì âèäå êàê

ϕo(qo) = − sinα∗xo + cosα∗yo + ϕ0 = 0,

ãäå α∗ = 0 è ϕ0 = 0, ñî ñêîðîñòüþ q̇∗o = 0.1(ì/ñ).

Ðèñóíîê 24 � Äâèæåíèå ïî êðóãîâîé æåëàåìîé òðàåêòîðèè, ïðèâÿçàííîé ê

âíåøíåìó ïîäâèæíîìó îáúåêòó

Êàê âèäíî èç ðèñóíêà 24, ìîáèëüíûé ðîáîò òî÷íî ñëåäóåò çàäàííîìó êðó-

ãîâîìó ïóòè, çàäàííîìó â ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîäâèæíîãî îáúåêòà.

Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ïðèâåäåì ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷è èçáåãàíèÿ

ñòîëêíîâåíèÿ ñ ïîäâèæíûì ïðåïÿòñòâèåì ïðè äâèæåíèè ïî çàäàííîé ïëîñêîé

òðàåêòîðèè. Ðîáîò äâèæåòñÿ ïî æåëàåìîé òðàåêòîðèè â âèäå ïðÿìîé ëèíèè,

çàäàííîé â íåÿâíîì âèäå êàê

ϕ(q) = − sinα∗x+ cosα∗y + ϕ0 = 0, (3.38)
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ãäå α∗ = π/3 è ϕ0 = 0. Æåëàåìàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà v∗ =

1.5ì/ñ. Ïîäâèæíûé âíåøíèé îáúåêò äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîëèíåéíîé òðàåêòîðèè

So, îïèñàííîé â íåÿâíîì âèäå êàê

ϕo(qo) = − sinα∗xo + cosα∗yo + ϕ0 = 0,

ãäå α∗ = 0 è ϕ0 = 6, ñî ñêîðîñòüþ q̇∗o = 0.1(ì/ñ). Ïî äîñòèæåíèè ìîáèëü-

íûì ðîáîòîì áëèçêîé îêðåñòíîñòè âíåøíåãî ïîäâèæíîãî îáúåêòà ïðîèñõîäèò

ïåðåêëþ÷åíèå ñ æåëàåìîé òðàåêòîðèè S íà ýêâèäèñòàíòó âíåøíåãî ïîäâèæ-

íîãî îáúåêòà S∗ è ìîáèëüíûé ðîáîò ñëåäóåò ïî ýòîé ýêâèäèñòàíòå, êîòîðàÿ

çàäàåòñÿ â íåÿâíîì âèäå êàê îêðóæíîñòü

ϕ∗(qr) = x2
r + y2

r −R2 = 0, (3.39)

ãäå R = 3 � ðàäèóñ îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì, ñîâïàäàþùèì ñ öåíòðîì ìàññ

âíåøíåãî ïîäâèæíîãî îáúåêòà, îáðàçóþùåé ýêâèäèñòàíòó âíåøíåãî ïîäâèæ-

íîãî îáúåêòà. Ïðè ïîâòîðíîì ïåðåñå÷åíèè ýêâèäèñòàíòû S∗ ñ ïðåäïèñàííîé

òðàåêòîðèåé S ìîáèëüíûé ðîáîò âîçâðàùàåòñÿ íà íåå. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðî-

âàíèÿ îïèñàííîé çàäà÷è ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 25.

Íà ðèñóíêå 25 ÷åðíîé ïóíêòèðíîé ëèíèåé ïðåäñòàâëåíà æåëàåìàÿ òðàåê-

òîðèÿ S, ñèíåé ïóíêòèðíîé ëèíèåé � êðóãîâàÿ ãðàíèöà îêðåñòíîñòè âíåøíåãî

ïîäâèæíîãî îáúåêòà S∗, êðàñíîé íåïðåðûâíîé ëèíèåé � òðàåêòîðèÿ äâèæå-

íèÿ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû

óñïåøíî ðåøàþò ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó äâèæåíèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà âäîëü

æåëàåìîé òðàåêòîðèè ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî ïîäâèæíîãî îáúåêòà.

3.2 Òðàåêòîðíîå óïðàâëåíèå ïðîñòðàíñòâåííûì äâèæå-

íèåì ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî ïîäâèæíîãî îáúåêòà

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì â òðåõ-

ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå [17] îòíîñèòåëüíî âíåøíåãî ïîäâèæíîãî îáúåêòà (ñì.
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Ðèñóíîê 25 � Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà

âäîëü æåëàåìîé òðàåêòîðèè ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî ïîäâèæíîãî îáúåêòà.

ðèñóíîê 26)[37]. Ðàññìîòðèì ìîäåëü äâèæåíèÿ íåïîëíîïðèâîäíîãî îáúåêòà

óïðàâëåíèÿ ñ îäíîíàïðàâëåííîé òÿãîé â ïðîñòðàíñòâå:

q̈ = g − f(t)

m
n̄(t), (3.40)

Ṙ(α) = S(ω(t))R(α), (3.41)

Jω̇(t) + ω(t)× Jω(t) = Mc(t), (3.42)

ãäå q ∈ R3 � âåêòîð äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò öåíòðà ìàññ C â àáñîëþòíîé èíåð-

öèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò XY Z, g ∈ R3 � âåêòîð óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî

ïàäåíèÿ, m � ìàññà îáúåêòà óïðàâëåíèÿ, f(t) � àìïëèòóäà óïðàâëÿþùèõ

ñèë, n̄ � âåêòîð îäíîíàïðàâëåííîãî ìîìåíòà â àáñîëþòíîé ñèñòåìå êîîðäè-

íàò, R(α) ∈ SO(3) � ïîâîðîòíàÿ ìàòðèöà îò ñâÿçàííîé ñ òåëîì ê àáñîëþòíîé
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ñèñòåìå êîîðäèíàò, J � ìîìåíò èíåðöèè îáúåêòà óïðàâëåíèÿ, ω ∈ R3 � âåê-

òîð óãëîâûõ ñêîðîñòåé â ñâÿçàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, Mc ∈ R3 � âåêòîð

óïðàâëÿþùèõ ìîìåíòîâ â ñâÿçàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, S(ω) ∈ SO(3) �

êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà âèäà

S(ω) =


0 ω3 −ω2

−ω3 0 ω1

ω2 −ω1 0

 .

Ðèñóíîê 26 � Ìîáèëüíûé ðîáîò, âíåøíèé ïîäâèæíûé îáúåêò è æåëàåìàÿ

òðàåêòîðèÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Æåëàåìàÿ òðàåêòîðèÿ ïðåäñòàâëåíà ñåãìåíòîì ãëàäêîé êðèâîé S (ñì. ðè-

ñóíîê 26), îïèñûâàåìîé êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ íåÿâíî çàäàííûõ ïîâåðõíîñòåé:

ϕ1(q) = 0 ∩ ϕ2(q) = 0, (3.43)

ãäå ϕ1(q) è ϕ2(q) � ãëàäêèå ôóíêöèè.

Òàíãåíöèàëüíàÿ ñêîðîñòü âäîëü æåëàåìîé êðèâîé îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæå-

íèåì

ṡ = (∇ϕ1 ×∇ϕ2)
T q̇, (3.44)
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ãäå × � âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå, ∇f ∈ R3 � ãðàäèåíò ôóíêöèè f , ÷üèìè

êîìïîíåíòàìè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f .

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî îïèñàíèå êðèâîé êàê ãëàäêîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî îáú-

åêòà íå åäèíñòâåííî è âûáîð ôóíêöèé (3.43) íåîäíîçíà÷åí. Ïðè âûáîðå ôóíê-

öèé ϕ1(q) è ϕ2(q) áóäåì ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ óñëîâèåì ðåãóëÿðíîñòè [35], ïîä-

ðàçóìåâàþùèì, ÷òî ìàòðèöà ßêîáè âèäà

Υ(q) =


∇ϕ1 ×∇ϕ2

∇ϕ1

∇ϕ2

 , (3.45)

íåâûðîæäåíà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà q ∈ S, ò. å. det Υ(q) 6= 0.

Çàäà÷ó òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ áóäåì ñòàâèòü êàê çàäà÷ó ïîääåðæàíèÿ

ãîëîíîìíûõ îòíîøåíèé ìåæäó âûõîäàìè ñèñòåìû, çàäàííûìè â (3.43). Ýòî

äîïîëíÿåòñÿ îïèñàíèåì æåëàåìîãî ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ òî÷êè öåíòðà ìàññ

îáúåêòà óïðàâëåíèÿ âäîëü æåëàåìîé òðàåêòîðèè S, îáû÷íî çàäàííûì ñ ïî-

ìîùüþ ñêîðîñòè ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ ṡ∗.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îðòîãîíàëüíûå îòêëîíåíèÿ, âûçûâàåìûå íàðóøå-

íèåì óñëîâèÿ (3.43)

e1 = ϕ1(q), (3.46)

e2 = ϕ2(q), (3.47)

êîòîðûå îáíóëÿþòñÿ íà ìíîæåñòâå S.

Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ òâåðäûì òåëîì îòíî-

ñèòåëüíî ïîäâèæíîãî îáúåêòà ñîñòîèò â íàõîæäåíèè óïðàâëÿþùèõ âîçäåé-

ñòâèé, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò âûïîëíåíèå äâóõ ïîäçàäà÷:

à) Ãåîìåòðè÷åñêîé ïîäçàäà÷è, à èìåííî ñòàáèëèçàöèþ äâèæåíèÿ ðîáîòà

îòíîñèòåëüíî êðèâîé S, ÷òî ïðåäïîëàãàåò àñèìïòîòè÷åñêîå îáíóëåíèå âåêòî-

ðîâ ïðîñòðàíñòâåííûõ îòêëîíåíèé e1 è e2;

á) Êèíåìàòè÷åñêîé ïîäçàäà÷è, à èìåííî àñèìïòîòè÷åñêîå îáíóëåíèå îøèá-

êè ñêîðîñòè ∆s = ṡ∗ − ṡ.
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Ââåäåì òåïåðü îïèñàíèå äèíàìèêè äâèæåíèÿ âíåøíåãî ïîäâèæíîãî îáú-

åêòà:

q̈o = 0, (3.48)

q̇o = Rovo, (3.49)

ω̇o = 0, (3.50)

Ṙo = RoS(ωo), (3.51)

ãäå qo � âåêòîð êîîðäèíàò öåíòðà âíåøíåãî ïîäâèæíîãî îáúåêòà â èíåðöèàëü-

íîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, vo ∈ R3 è ωo ∈ R3 � âåêòîðû ñîîòâåòñòâåííî ëèíåéíûõ è

óãëîâûõ ñêîðîñòåé âíåøíåãî ïîäâèæíîãî îáúåêòà, Ro ∈ SO(3) � ïîâîðîòíàÿ

ìàòðèöà îò äâèæóùåéñÿ ê àáñîëþòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, S(ωo) � êîñîñèì-

ìåòðè÷íàÿ ìàòðèöà.

Òåïåðü îïðåäåëèì ïîëîæåíèå, ñêîðîñòü è óñêîðåíèå îáúåêòà óïðàâëåíèÿ

â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êàê

qr = RT
T (q − qo), (3.52)

q̇r = RT
T (q̇ − q̇o)− S(ωo)qr, (3.53)

q̈r = RT
T q̈ − 2S(ωo)q̇r − S2(ωo)qr. (3.54)

Æåëàåìóþ òðàåêòîðèþ â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò áóäåì çàäàâàòü

â âèäå

S : e1(qr) = ϕ1(qr) = 0 ∩ e2(qr) = ϕ2(qr) = 0. (3.55)

Ïðàêòè÷åñêèé ïðèìåð ïîäîáíîé çàäà÷è ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 27. Îáú-

åêò óïðàâëåíèÿ â äàííîì ïðèìåðå ÿâëÿåòñÿ ÁÏËÀ è ñîïðîâîæäàåò íàçåìíóþ
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öåëü. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî îïðåäåëèòü ïåðâóþ ïîâåðõíîñòü ϕ1(qr) = 0 êàê

ïëîñêóþ òðàåêòîðèþ âîêðóã öåëè. Âòîðàÿ ïîâåðõíîñòü ϕ2(qr) = 0 òîãäà áóäåò

ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíóþ çåìëå.

Ðèñóíîê 27 � Çàäà÷à ñëåäîâàíèÿ ïîäâèæíîé æåëàåìîé òðàåêòîðèè.

Äëÿ ñèíòåçà çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ âíîâü âîñïîëüçóåìñÿ ïðèìåíåííûì ðàíåå

äâóõøàãîâûì ìåòîäîì. Íà ïåðâîì øàãå ñôîðìèðóåì âíóòðåííèé êîíòóð ïî

ñêîðîñòÿì. Äëÿ óïðàâëåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòüþ èñïîëüçóåì çàêîí óïðàâëåíèÿ,

âûâåäåííûé â [13]:

Mc = ω × Jω + Jω̇d + kωJ(ω − ωd), (3.56)

ãäå ωd ∈ R3 � âåêòîð æåëàåìûõ óãëîâûõ ñêîðîñòåé è kω � ïîëîæèòåëüíàÿ êîí-

ñòàíòà. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ωd êàê íîâûé óïðàâëÿþùèé âõîä è ïåðåïèñàòü

âûðàæåíèå (3.42) â ðåäóöèðîâàííîé ôîðìå:

ω = ωd. (3.57)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà Vr, ÷òîáû ñèíòåçèðîâàòü âíóòðåííèé óïðàâ-
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ëÿþùèé êîíòóð äëÿ æåëàåìûõ ëèíåéíûõ ñêîðîñòåé:

Vr =
1

2
(q̇r − v̄)T (q̇r − v̄) + kdln(2− (RT n̄)T (RTRon̄d)) (3.58)

ãäå v̄ � âåêòîð æåëàåìûõ ñêîðîñòåé, n̄d � âåêòîð æåëàåìîé îðèåíòàöèè îäíîíà-

ïðàâëåííîãî ìîìåíòà â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò, kd � ïîëîæèòåëüíàÿ

êîíñòàíòà. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ïî âðåìåíè:

V̇r = (q̇r − v̄)T ((̈qr)− ˙̄v) +
kd(R

T n̄)TST (RTRon̄d)

2− (RT n̄)T (RTRon̄d)
(ω − ωo)−

− kd(R
T n̄)TST (RTRon̄d)

2− (RT n̄)T (RTRon̄d)

S(RTRon̄d)

|n̄d|
RTRo ˙̄nd =

= (q̇r − v̄)T (RT
o (̈q)− 2S(ωo)q̇r − S2(ωo)qr − ˙̄u)+

γT
(
ω − ωo −

S(RTRon̄d
|n̄d|

)
RTRo ˙̄nd =

= (q̇r − v̄)T (RT
o g −

f

m
RT
o n̄− 2S(ωo)q̇r − S2(ωo)qr − ˙̄u)+

+ γT
(
ω − ωo −

S(RTRon̄d
|n̄d|

RTRo ˙̄nd

)
,

ãäå γT = kd(RT n̄)TST (RTRon̄d)
2−(RT n̄)T (RTRon̄d) è |a| � åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà a. Òåïåðü ââåäåì

çàìåíó ïåðåìåííûõ âèäà

RT
o g − 2S(ωo)q̇r − S2(ωo)qr − ˙̄v = δ,

δ =
fd
m
n̄d,

ãäå fd = |δ| è n̄d = δ
|δ| . Òåïåðü, èñïîëüçóÿ âåêòîðíîå ðàâåíñòâî

a = S(b)S(a)b+ (bTa)b,

ìîæíî ïîëó÷èòü
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V̇r = (q̇r − v̄)T (
fd
m
n̄d −

f

m
RT
o n̄) + γT

(
ω − ωo −

S(RTRon̄d)

|n̄d|
RTRo ˙̄nd

)
=

= (q̇r − v̄)T
(
fd
m
S(RT

o n̄)S(n̄d)R
T
o n̄

)
+
fd
m

(
(RT

o n̄)T n̄dR
T
o n̄−

f

m
RT
o n̄

)
+

+ γT
(
ω − ωo −

S(RTRon̄d)

|n̄d|
RTRo ˙̄nd

)
= (q̇r − v̄)T

(
fd
m
S(RT

o n̄)S(n̄d)R
T
o n̄

)
+

+
1

m
(q̇r − v̄)T (fd((R

T
o n̄)T n̄d)− f)RT

o n̄+ γT
(
ω − ωo −

S(RTRon̄d)

|n̄d|
RTRo ˙̄nd

)
=

=
fd
m

(q̇r − v̄)TS(RT
o n̄)RT

oRS(RTRon̄d)R
T
o n̄+

+
1

m
(q̇r − v̄)T (fd((R

T
o n̄)T n̄d)− f)RT

o n̄+ γT
(
ω − ωo −

S(RTRon̄d)

|n̄d|
RTRo ˙̄nd

)
=

=
fd(2− (RT n̄)T (RTRon̄d))

mkd
(q̇r − v̄)TS(RT

o n̄)RT
o γ+

+
1

m
(q̇r − v̄)T (fd((R

T
o n̄)T n̄d)− f)RT

o n̄+ γT
(
ω − ωo −

S(RTRon̄d)

|n̄d|
RTRo ˙̄nd

)
.

Âûáåðåì óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ f è ω = ωd â âèäå

f = fd · ((RT
o n̄)T n̄d)− kv(q̇r − v̄TRT

o n̄), (3.59)

ωd = ωo +
S(RTRon̄d)

|n̄d|
RTRo ˙̄nd + σ − kγγ, (3.60)

ãäå kv, kγ � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, à σ èìååò âèä

σ =
fd(2− (RT n̄)T (RTRon̄d))

mkd
(q̇r − v̄)TS(RT

o n̄)RT
oR.

Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ïðèìåò âèä

V̇r = −kv((q̇r − v̄)TRT
o n̄)2 − kγγTγ ≤ 0. (3.61)

Îáåñïå÷èâ, ÷òî |δ| 6= 0, S(RTRon̄d)R
T n̄ 6= 0 è èñïîëüçóÿ èäåþ, ïðåäñòàâ-

ëåííóþ â [42] ìîæíî äîêàçàòü àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü òî÷êè q̇r− v̄ =
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0, n̄− n̄d = 0. Òåïåðü ìîæíî ïåðåïèñàòü èñõîäíóþ ñèñòåìó (3.40) â ðåäóöèðî-

âàííîé ôîðìå:

q̇ = v̄. (3.62)

Äàëåå íåîáõîäèìî çàìêíóòü âíåøíèé êîíòóð äëÿ ðåøåíèÿ òðàåêòîðíîé

çàäà÷è. Áóäåì ñòðîèòü óïðàâëåíèå v̄ â âèäå

v̄ = ue + us, (3.63)

ãäå ue � êîìïîíåíò, îáåñïå÷èâàþùèé îáíóëåíèå îðòîãîíàëüíûõ îòêëîíåíèé,

à us îáåñïå÷èâàåò æåëàåìóþ ñêîðîñòü âäîëü òðàåêòîðèè. Ââåäåì ïðåîáðàçî-

âàíèå êîîðäèíàò, èñïîëüçóÿ ìàòðèöó ßêîáè (3.45):
ṡ

ė1

ė2

 = Υ(qr)q̇r. (3.64)

Î÷åâèäíî, ÷òî óïðàâëåíèå us ìîæíî âûáðàòü â âèäå

us = Υ−1(qr)


s∗

0

0

 . (3.65)

×òîáû ïîëó÷èòü ue, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà âèäà

Ve =
1

2
e1(qr) +

1

2
e2(qr) =

1

2
ϕ1(qr) +

1

2
ϕ2(qr). (3.66)

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè (3.66) èìååò âèä

V̇e = (ϕ1(qr)∇ϕ1(qr) + ϕ2(qr)∇ϕ2(qr))v̄ =

= (ϕ1(qr)∇ϕ1(qr)+ϕ2(qr)∇ϕ2(qr))
Tus+(ϕ1(qr)∇ϕ1(qr)+ϕ2(qr)∇ϕ2(qr))

Tue =

= (ϕ1(qr)∇ϕ1(qr) + ϕ2(qr)∇ϕ2(qr))
Tue.
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Êàê ìîæíî óâèäåòü, êîìïîíåíò, ñâÿçàííûé ñ us áûë èñêëþ÷åí ââèäó îð-

òîãîíàëüíîñòè. Òåïåðü âûáåðåì us â âèäå

ue = ke1ϕ1(qr)∇ϕ1(qr) + ke2ϕ2(qr)∇ϕ2(qr), (3.67)

ãäå ke1, ke2 � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ ïðèìåò âèä

V̇e = −uTe ue ≤ 0,

òî åñòü òî÷êà e1(qr) = 0, e2(qr) = 0 îáëàäàåò ñâîéñòâîì àñèìïòîòè÷åñêîé

óñòîé÷èâîñòè.

Ðàññìîòðèì ÷èñëåííûé ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è ðåàëèçàöèè ïðîñòðàíñòâåí-

íîãî äâèæåíèÿ âäîëü íàïåðåä çàäàííîé òðàåêòîðèè îòíîñèòåëüíî âíåøíåãî

ïîäâèæíîãî îáúåêòà. Ïðåäñòàâèì æåëàåìóþ òðàåêòîðèþ S â âèäå ïåðåñå÷å-

íèÿ öèëèíäðà è ïëîñêîñòè:

ϕ1 = x2
r + y2

r − 400 = 0 ∩ ϕ2 = zr + yr − 10 = 0.

Âèä ýòîé êðèâîé ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 28. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðà-

ìåòðû îáúåêòà óïðàâëåíèÿ ðàâíû m = 1 è J = I3×3 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ q0 = [1, 1, 1]T è íà-

÷àëüíàÿ îðèåíòàöèÿ èìååò âèä

R(0) =


0.936293 −0.275096 0.218351

0.289629 0.956425 −0.036957

−0.198669 0.0978434 0.97517

 .
Íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå âíåøíåãî ïîäâèæíîãî îáúåêòà qo0 = [0, 0, 0]T è íà-

÷àëüíàÿ îðèåíòàöèÿ

Ro(0) =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .
Âåêòîð íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé âíåøíåãî ïîäâèæíîãî îáúåêòà èìååò âèä vo =

[0.1, 0, 0.1]T , à óãëîâûå ñêîðîñòè ðàâíû íóëþ. Ïàðàìåòðû ðåãóëÿòîðà: ke1 =
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Ðèñóíîê 28 � Æåëàåìàÿ òðàåêòîðèÿ êàê ïåðåñå÷åíèå ïîâåðõíîñòåé

ϕ1 = x2
r + y2

r − 400 = 0 ∩ ϕ2 = zr + yr − 10 = 0.

0.1, ke2 = 1, kd = 10, kγ = 1, kv = 2, kω = 50. Æåëàåìàÿ ñêîðîñòü âäîëü

çàäàííîé òðàåêòîðèè ṡ∗ = 30.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 29�31.

Ðèñóíêè 29�31 äåìîíñòðèðóþò òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ

â äâèæóùåéñÿ (ñâÿçàííîé ñ ïîäâèæíûì îáúåêòîì) è íåïîäâèæíîé ñèñòåìàõ

êîîðäèíàò. Êàê âèäíî èç ïîëó÷åííûõ ãðàôèêîâ, çàäà÷à äâèæåíèÿ ïî êðóãî-

âîé òðàåêòîðèè, çàäàííîé â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (èíûìè ñëîâàìè,

çàäà÷à äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîäâèæíîãî îáúåêòà) ðåøåíà óñïåøíî, îðòî-

ãîíàëüíûå îòêëîíåíèÿ ñõîäÿòñÿ ê íóëþ çà êîðîòêèå ïðîìåæóòêè âðåìåíè,

÷òî ãîâîðèò îá ýôôåêòèâíîñòè ñèíòåçèðîâàííûõ çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ.

3.3 Âûâîäû ïî ãëàâå

Â äàííîé ãëàâå áûëà ðåøåíà çàäà÷à ñèíòåçà àëãîðèòìîâ òðàåêòîðíîãî

óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì íà ïëîñêîñòè è â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðè íà-

ëè÷èè âíåøíèõ ïîäâèæíûõ îáúåêòîâ. Ñèíòåç ðåãóëÿòîðîâ îñíîâûâàåòñÿ íà
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Ðèñóíîê 29 � Äâèæåíèå îáúåêòà óïðàâëåíèÿ â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå

êîîðäèíàò.

ïðèíöèïå ñòàáèëèçàöèè ìíîãîîáðàçèé â ïðîñòðàíñòâå âûõîäîâ îáúåêòà óïðàâ-

ëåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü èíâàðèàíòíîñòü æåëàåìîé òðàåêòîðèè. Ïðåä-

ñòàâëåíû è ðåøåíû äâà âèäà çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ïðèñóòñòâèåì âíåøíåãî ïî-

äâèæíîãî îáúåêòà: çàäà÷à èçáåæàíèÿ ñòîëêíîâåíèÿ ñ äâèæóùèìñÿ ïðåïÿò-

ñòâèåì è çàäà÷à ñëåäîâàíèþ æåëàåìîé òðàåêòîðèè, ïðèâÿçàííîé ê ïîäâèæ-

íîìó îáúåêòó. Ðàáîòîñïîñîáíîñòü ñèíòåçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿ

ïîäòâåðæäåíà ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
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Ðèñóíîê 30 � Äâèæåíèå îáúåêòà óïðàâëåíèÿ â àáñîëþòíîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò.

4 Ýêñïåðèìåíòû

Ðàíåå â ðàáîòå áûëè ðàññìîòðåíû ìåòîäû ñèíòåçà çàêîíîâ òðàåêòîðíîãî

óïðàâëåíèÿ äëÿ ìîáèëüíûõ ðîáîòîòåõíè÷åñêèõ ñèñòåì. Â íàñòîÿùåé ãëàâå áó-

äåò ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîé àïðîáàöèè ïðåäëîæåííûõ

àëãîðèòìîâ íà áàçå ìîáèëüíîãî ðîáîòà ¾Robotino¿ ïðîèçâîäñòâà êîìïàíèè

¾Festo Didactics¿ [14, 36].

4.1 Òåõíè÷åñêîå îïèñàíèå ìîáèëüíîãî ðîáîòà ¾Robotino¿

Â õîäå ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé áûëà ðåàëèçîâàíà ñèñòåìà òðàåêòîðíîãî

óïðàâëåíèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà ¾Robotino¿ (ñì. ðèñóíîê 32), ðàçðàáîòàííîãî

íåìåöêîé êîìïàíèåé ¾Festo Didactics¿. Äàííûé ìîáèëüíûé ðîáîò, îñíàùåí-

íûé íàáîðîì èç òðåõ ðîëèêîíåñóùèõ (øâåäñêèõ) êîëåñ (ñì. ðèñóíîê 33) ñ

íåçàâèñèìûìè ïðèâîäàìè, ðàñïîëîæåííûõ ðàâíîìåðíî íà ïëàòôîðìå â âèäå

îêðóæíîñòè (ñì. ðèñóíîê 34), îòíîñèòñÿ ê òèïó (3,0), òî åñòü îáëàäàåò ïîë-
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Ðèñóíîê 31 � Ïðîñòðàíñòâåííûå îòêëîíåíèÿ e1 = ϕ1(qr) è e2 = ϕ2(qr).

Ðèñóíîê 32 � Ìîáèëüíûé ðîáîò ¾Robotino¿ ôèðìû ¾Festo Didactics¿.

íîé ìîáèëüíîñòüþ è ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì ñðåäñòâîì ïðîâåðêè ýôôåêòèâíîñòè

àëãîðèòìîâ òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ìîáèëüíûé ðîáîò ¾Robotino¿ ïðîèçâîäñòâà êîìïàíèè ¾Festo Didactics¿

ïðåäîñòàâëÿåò äâà ñïîñîáà îáåñïå÷åíèÿ îáðàòíîé ñâÿçè ïî ïîëîæåíèþ, íåîá-

õîäèìîé äëÿ ðåàëèçàöèè ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ òðàåêòîðíîãî óïðàâëå-

íèÿ. Ïåðâûé ñïîñîá ïîäðàçóìåâàåò ïîëó÷åíèå äàííûõ îäîìåòðèè, îòêóäà ìîæ-

íî ñ÷èòûâàòü òåêóùèå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò, îðèåíòàöèè, ëèíåéíûõ è óãëîâîé

ñêîðîñòåé ìîáèëüíîãî ðîáîòà. Êðîìå òîãî, â êîìïëåêòå ñ ðîáîòîì ïîñòàâëÿ-

åòñÿ ñîñòåìà ëîêàëüíîé íàâèãàöèè ¾NorthStar¿ (ñì. ðèñóíîê 35). Äëÿ íà÷àëà
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Ðèñóíîê 33 � Ðîëèêîíåñóùåå (øâåäñêîå) êîëåñî.

Ðèñóíîê 34 � Îìíèäèðåêöèîííàÿ ïëàòôîðìà. Âèäû ñíèçó (ñëåâà) è ñâåðõó

(ñïðàâà).

äåòàëüíåå ðàññìîòðèì êîíñòðóêöèþ ðîáîòà.

Àïïàðàòíîå îáåñïå÷åíèå ìîáèëüíîãî ðîáîòà ¾Robotino¿ ïðîèçâîäñòâà êîì-

ïàíèè ¾Festo Didactics¿ ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ:

1. Ñèñòåìà ïèòàíèÿ � äâà ñâèíöîâûõ àêêóìóëÿòîðà, îáåñïå÷èâàþùèõ àâ-

òîíîìíîå ïèòàíèå.

2. Ïëàòôîðìà ñ òðåìÿ äâèãàòåëÿìè ïîñòîÿííîãî òîêà ñ âñòðîåííûì ðåäóê-

òîðîì è ðåìåííîé ïåðåäà÷åé íà ðîëèêîíåñóùèå êîëåñà.

3. Äàò÷èêè óãëîâ ïîâîðîòà (îïòè÷åñêèå ýíêîäåðû), èçìåðÿþùèå óãîë ïî-



90

Ðèñóíîê 35 � Ñèñòåìà ëîêàëüíîé íàâèãàöèè ¾NorthStar¿.

âîðîòà îñåé äâèãàòåëÿ.

4. Áåñïðîâîäíàÿ òî÷êà äîñòóïà äëÿ ñâÿçè ðîáîòà ñ êîìïüþòåðîì è äðóãèìè

ðîáîòàìè.

5. Óïðàâëÿþùåå âû÷èñëèòåëüíîå óñòðîéñòâî íà áàçå ïðîöåññîðà ñ AMD

Geode.

Ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìîáèëüíîãî ðîáîòà:

• Äèàìåòð: 370 ìì;

• Âûñîòà: 210 ìì;

• Âåñ: 11 êã.

Õàðàêòåðèñòèêè ýëåêòðîïðèâîäîâ êîëåñ (ñì. ðèñóíîê 36):

• Íîìèíàëüíàÿ ñêîðîñòü 3600 îá.ìèí;

• Êðóòÿùèé ìîìåíò 3.8 Íñì;

• Äèàìåòð êîëåñà 80 ìì;

• Ïåðåäàòî÷íîå îòíîøåíèå 16:1;
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Ðèñóíîê 36 � Âíåøíèé âèä è âûõîäíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ýëåêòðîïðèâîäîâ

êîëåñ.

• Ðàçðåøåíèå ýíêîäåðà 2048 äåë/îá.

Ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå ìîáèëüíîãî ðîáîòà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Ê

ïåðâîé ÷àñòè îòíîñèòñÿ âíóòðåííåå ïðîãðàìíîå îáåñïå÷åíèå íà áàçå îïåðàöè-

îííîé ñèñòåìû Linux Ubuntu ñ ðàñøèðåíèåì äëÿ ðàáîòû â ðåàëüíîì âðåìåíè

RTAI. Êî âòîðîé ÷àñòè îòíîñèòñÿ êëèåíòñêîå ïðîãðàìíîå îáåñïå÷åíèå, êî-

òîðîå ìîæåò áûòü çàïóùåíî ëîêàëüíî íà ðîáîòå èëè óäàëåííî, ïîñðåäñòâîì

áåñïðîâîäíîé ñåòè Wi-Fi, c êîìïüþòåðà ðàçðàáîò÷èêà. Â îïèñûâàåìûõ ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ ñâÿçü ñ ðîáîòîì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìî-

ùè íàáîðà ïëàãèíîâ, ðåàëèçîâàííûõ â îïåðàöèîííîé ñèñòåìå ROS (Robot

Operating System) Lunar íà áàçå Linux Ubuntu. Îáðàáîòêà ïîëó÷åííûõ ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ðåàëèçîâàíà â ñðåäå Matlab.

4.2 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìîáèëüíîãî ðîáîòà

¾Robotino¿

Ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ìîáèëüíîãî ðîáîòà áóäåì ðàññìàòðèâàòü â âèäå

(2.1)�(2.4). Òàê êàê äàííûé ìîáèëüíûé ðîáîò îòíîñèòñÿ ê òèïó (3,0) è êîëåñà

ðàñïîëîæåíû ðàâíîìåðíî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ ñêîðî-
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ñòåé êîëåñ: 
θ̇1

θ̇2

θ̇3

 =
n

R


− sin π

3 cos π
3 L

0 −1 L

sin π
3 cos π

3 L


[
v

α̇

]
, (4.1)

ãäå n � ïåðåäàòî÷íîå îòíîøåíèå, R � ðàäèóñ êîëåñà, L � ðàññòîÿíèå îò

öåíòðà ìàññ ìîáèëüíîãî ðîáîòà C äî êîëåñà.

Óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå áûëî ñôîðìèðîâàíî â ñëåäóþùåì âèäå:

v̄ = ue + us,

us = RI
O(α)Υ−1(q)

[
V ∗

0

]
,

us =
V ∗√(

∂ϕ(q)
∂x

)2

+
(
∂ϕ(q)
∂y

)2

[
cosα∂ϕ(q)

∂y − sinα∂ϕ(q)
∂x

− sinα∂ϕ(q)
∂y − cosα∂ϕ(q)

∂x

]
,

ue = −keϕ(q)
∂

∂q
ϕ(q),

Âîîáùå ãîâîðÿ, ïðåäëîæåííàÿ ðàíåå ïðîöåäóðà ñèíòåçà ïðåäïîëàãàåò äâóõ-

øàãîâûé àëãîðèòì ñèíòåçà óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé, íî, â äàííîì ñëó÷àå,

âíóòðåííèé êîíòóð ïî ñêîðîñòè óæå çàìêíóò âñòðîåííûìè â êàæäûé ïðè-

âîä ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðàìè, òàê ÷òî îñòàåòñÿ òîëüêî ðàññ÷èòàòü è ïîäàòü óïðàâ-

ëÿþùèå ñèãíàëû, ðåøàþùèå êèíåìàòè÷åñêóþ è ãåîìåòðè÷åñêóþ ïîäçàäà÷è.

Äàëåå ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷.

4.3 Ðåàëèçàöèÿ äâèæåíèÿ âäîëü ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðè-

ìèòèâîâ

Äëÿ ðåàëèçàöèè äâèæåíèÿ âäîëü ïðÿìîé ëèíèè âûáðàíî ãåîìåòðè÷åñêîå

îïèñàíèå â âèäå íîðìàëüíîé ôîðìû:

ϕ(q) = − sinα∗x+ cosα∗y + ϕ0 = 0,
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ãäå α∗ � çàäàííûé óãîë íàêëîíà ïðÿìîé, ϕ0 � çàäàííîå îðòîãîíàëüíîå ñìå-

ùåíèå. Â äàííîì ýêñïåðèìåíòå áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: α∗ = 0,

ϕ0 = 0, æåëàåìàÿ ñêîðîñòü v∗ = 300ìì/ñ, àìïëèòóäà âîçìóùåíèÿ δ = 10, êî-

ýôôèöèåíòû ðåãóëÿòîðà kq = 10, k1 = 0.1, k2 = 10, k3 = 0.2, k4 = 5, kgamma =

3, keta = 3, ke = 3.

Ðèñóíîê 37 � Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ

âäîëü ïðÿìîé ëèíèè.

Äëÿ ðåàëèçàöèè äâèæåíèÿ âäîëü îêðóæíîñòè âûáðàíî ãåîìåòðè÷åñêîå

îïèñàíèå â âèäå íîðìàëüíîé ôîðìû:

ϕ(q) =
1

2R
(R2 − (x− x0)

2 − (y − y0)
2) = 0.

Â äàííîì ýêñïåðèìåíòå áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: x0 = 4, y0 =

4, R = 5, æåëàåìàÿ ñêîðîñòü v∗ = 0.1, àìïëèòóäà âîçìóùåíèÿ δ = 10, êîýô-

ôèöèåíòû ðåãóëÿòîðà kq = 10, k1 = 0.1, k2 = 10, k3 = 0.2, k4 = 5, kgamma =

3, keta = 3ke = 3.

Êàê ìîæíî óâèäåòü èç ïîëó÷åííûõ ãðàôèêîâ, çàäà÷à ñëåäîâàíèÿ çàäàí-

íîé òðàåêòîðèè ïðè âîçäåéñòâèè íåèçìåðÿåìîãî âîçìóùåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ,
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Ðèñóíîê 38 � Îðòîãîíàëüíîå îòêëîíåíèå ïðè ïåðåìåùåíèè îáúåêòà

óïðàâëåíèÿ âäîëü ïðÿìîé ëèíèè.

îðòîãîíàëüíîå îòêëîíåíèå ñõîäèòñÿ â îêðåñòíîñòü íóëÿ. Õàðàêòåðíûå êîëå-

áàíèÿ îðòîãîíàëüíîãî îòêëîíåíèÿ (è, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëîæåíèÿ ðîáîòà îò-

íîñèòåëüíî æåëàåìîé òðàåêòîðèè) îáúÿñíÿþòñÿ íåèäåàëüíûì ïîäàâëåíèåì

âîçìóùàþùåãî âîçäåéñòâèÿ â ðåàëüíîé òåõíè÷åñêîé ñèñòåìå, à òàêæå ïîãðåø-

íîñòüþ ñèñòåìû ëîêàëüíîé íàâèãàöèè ¾NorthStar¿.

4.4 Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ â

óñëîâèÿõ íàëè÷èÿ âíåøíåãî ïîäâèæíîãî îáúåêòà

Òåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷ó èçáåæàíèÿ ñòîëêíîâåíèÿ ñ ïîäâèæíûì ïðå-

ïÿòñòâèåì. Êðîìå òîãî, îáðàòíóþ ñâÿçü ïî ïîëîæåíèþ áóäåì ðåàëèçîâûâàòü

ïîñðåäñòâîì ñ÷èòûâàíèÿ äàííûõ îäîìåòðèè.

Ìîáèëüíûé ðîáîò äâèæåòñÿ âäîëü ïðåäïèñàííîé ïðÿìîëèíåéíîé òðàåêòî-

ðèè S îïèñàííîé â íåÿâíîì âèäå êàê

ϕ(x) = − sinα∗x+ cosα∗y + ϕ0 = 0.
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Ðèñóíîê 39 � Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ

âäîëü îêðóæíîñòè.

Ïîäâèæíûé âíåøíèé îáúåêò äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîëèíåéíîé òðàåêòîðèè So,

îïèñàííîé â íåÿâíîì âèäå êàê

ϕo(x) = − sinα∗ox+ cosα∗oy + ϕo0 = 0.

Ýêâèäèñòàíòà â âèäå îêðóæíîñòè S∗ ñ öåíòðîì, ñîâïàäàþùèì ñ öåíòðîì ìàññ

âíåøíåãî ïîäâèæíîãî îáúåêòà, îïèñàííîé â îòíîñèòåëüíûõ êîîðäèíàòàõ â

íåÿâíîì âèäå êàê

ϕ∗(x) = (x− xo)2 + (y − yo)2 −R2 = 0,

ãäå (xo, yo) � êîîðäèíàòû öåíòðà îêðóæíîñòè (êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ

ïîäâèæíîãî îáúåêòà). Êîýôôèöèåíòû ðåãóëÿòîðà kq = 10, k1 = 0.1, k2 =

10, k3 = 0.2, k4 = 5, kgamma = 3, keta = 3, ke = 3.

Â ïåðâîì ýêñïåðèìåíòå α∗ = 30o, ϕ0 = −2.575, α∗o = 0, ϕo0 = −2.8,

R = 0.7. Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà è îðòîãîíàëüíûå îòêëîíå-

íèÿ îò æåëàåìîé òðàåêòîðèè è ýêâèäèñòàíòû ïîäâèæíîãî âíåøíåãî îáúåêòà

ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 41 è 42.
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Ðèñóíîê 40 � Îðòîãîíàëüíîå îòêëîíåíèå ïðè ïåðåìåùåíèè îáúåêòà

óïðàâëåíèÿ âäîëü îêðóæíîñòè.

Èç ïðèâåäåííûõ ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû óïðàâëå-

íèÿ ïîçâîëÿþò ýôôåêòèâíî ðåøàòü çàäà÷ó òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ ìîáèëü-

íûì ðîáîòîì ïðè íàëè÷èè â åãî ðàáî÷åì ïðîñòðàíñòâå ïîäâèæíûõ îáúåêòîâ

è îñóùåñòâëÿòü äâèæåíèå âäîëü ïðåäïèñàííîé òðàåêòîðèè, èçáåãàÿ ïðè ýòîì

ñòîëêíîâåíèÿ ñ ïîäâèæíûì âíåøíèì îáúåêòîì.

4.5 Âûâîäû ïî ãëàâå

Â äàííîé ãëàâå áûëè ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîé àïðî-

áàöèè ïðåäëîæåííûõ â äèññåðòàöèè àëãîðèòìîâ òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ. Â

êà÷åñòâå îáúåêòà óïðàâëåíèÿ âûáðàí ìîáèëüíûé ðîáîò òèïà (3, 0) ñ ðîëèêî-

íåñóùèìè êîëåñàìè ¾Robotino¿ ïðîèçâîäñòâà êîìïàíèèé ¾Festo Didactics¿.

Ðàññìîòðåíû çàäà÷à äâèæåíèÿ âäîëü ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðèìèòèâîâ, òàêèå êàê

ïðÿìàÿ è îêðóæíîñòü, ïðè íàëè÷èè íåèçìåðÿåìîãî ïîñòîÿííîãî âîçìóùåíèÿ

è çàäà÷à ñëåäîâàíèÿ æåëàåìîé òðàåêòîðèè ïðè íàëè÷èè â ðàáî÷åì ïðîñòðàí-

ñòâå ìîáèëüíîãî ðîáîòà ïîäâèæíîãî ïðåïÿòñòâèÿ è èçáåæàíèå ñòîëêíîâåíèÿ
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Ðèñóíîê 41 � Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ

âäîëü ïðÿìîé ïðè íàëè÷èè ïîäâèæíîãî ïðåïÿòñòâèÿ.

ñ ýòèì ïðåïÿòñòâèåì. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ, ïðåäñòàâëåíûå â âèäå ãðà-

ôèêîâ, ïîêàçûâàþò îáùóþ ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïðåäëîæåííûõ òåîðåòè÷åñêèõ

âûêëàäîê è õîðîøåå êà÷åñòâî ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ.
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Ðèñóíîê 42 � Îðòîãîíàëüíîå îòêëîíåíèå îò æåëàåìîé òðàåêòîðèè è

ýêâèäèñòàíòû.

Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå áûëà ðåøåíà çàäà÷à óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì

ìíîãîêàíàëüíûìè äèíàìè÷åñêèìè îáúåêòàìè, à èìåííî çàäà÷à ñëåäîâàíèÿ

êîíòðîëèðóåìûì îáúåêòîì âäîëü àíàëèòè÷åñêè çàäàííîé â ïðîñòðàíñòâå òðà-

åêòîðèè. Áûëà ïðåäëîæåíà óïðîùåííàÿ ìåòîäèêà ïëàíèðîâàíèÿ ïóòè ñëåäî-

âàíèÿ íà îñíîâå áàçîâûõ ýëåìåíòîâ, à òàêæå ïðåäñòàâëåíà ïðîöåäóðà êîíñòðó-

èðîâàíèÿ ðåãóëÿòîðîâ, ñòàáèëèçèðóþùèõ äâèæåíèå âäîëü íåÿâíî çàäàííûõ

êðèâûõ, îïèñûâàþùèõ æåëàåìóþ òðàåêòîðèþ.

Â ïåðâîé ãëàâå ïðåäñòàâëåí îáçîð ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷

òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ, ïðîâåäåíî ñðàâíå-

íèå íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ïîäõîäîâ, ïðîàíàëèçèðîâàíû èõ äîñòîèíñòâà
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è íåäîñòàòêè. Îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì ïîäõîäà, ðàçâèâàåìîãî â ðàáîòå,

ÿâëÿåòñÿ îáåñïå÷åíèå èíâàðèàíòíîñòè òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò

îáåñïå÷èòü áîëüøóþ òî÷íîñòü ñëåäîâàíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåøåíèÿìè îñíî-

âàííûìè íà ìåòîäå ñèíòåçå ðåãóëÿòîðîâ êàê ñëåäÿùèõ ñèñòåì. Òàêæå ïðèâå-

äåí àíàëèç ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé êîëåñíûõ ðîáîòîâ è ñäåëàíû âûâîäû î

íàèáîëåå ïîäõîäÿùèõ äëÿ ðàçðàáîòêè è òåñòèðîâàíèÿ àëãîðèòìîâ òðàåêòîð-

íîãî óïðàâëåíèÿ êîííôèãóðàöèé.

Âî âòîðîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíà àíàëèòè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà êîíñòðóèðîâà-

íèÿ ñòàáèëèçèðóþùèõ ðåãóëÿòîðîâ, ðåøàþùàÿ ïîñòàâëåííóþ òðàåêòîðíóþ

çàäà÷ó ïðè íàëè÷èè âíåøíèõ íåèçìåðÿåìûõ ïîñòîÿííûõ âîçìóùåíèé, âîçäåé-

ñòâóþùèõ íà îáúåêò â ñëó÷àÿõ ñ è áåç èçìåðåíèÿ ñêîðîñòè. Èñõîäíàÿ çàäà÷à

äâèæåíèÿ âäîëü çàäàííîãî ïóòè ñëåäîâàíèÿ äåêîìïîçèðîâàíà íà äâå íåçàâè-

ñèìûå ñîñòàâëÿþùèå. Ïåðâàÿ ïîäçàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îáåñïå÷åíèå çàäàííîé

òðàåêòîðíîé ñêîðîñòè. Îíà ðåøàåòñÿ ïóòåì äîáàâëåíèÿ ïðÿìîé ñâÿçè, çàäà-

þùåé æåëàåìûé ñêîðîñòíîé ðåæèì. Âòîðàÿ ïîäçàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â óñòðà-

íåíèè îòêëîíåíèé îò çàäàííîé òðàåêòîðèè. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è áûë

ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí ðÿä òåîðåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ôóíêöèé Ëÿ-

ïóíîâà, îáåñïå÷èâàþùèé àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìîòðåíû çàäà÷è òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè íàëè-

÷èè âíåøíèõ ïîäâèæíûõ îáúåêòîâ â ðàáî÷åì ïðîñòðàíñòâå îáúåêòà óïðàâëå-

íèÿ. Áûë ðàçðàáîòàí àëãîðèòì òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì íåïîë-

íîïðèâîäíîãî îáúåêòà óïðàâëåíèÿ îòíîñèòåëüíî âíåøíåãî ïîäâèæíîãî îáú-

åêòà. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðå-

øåíèÿ çàäà÷è èçáåæàíèÿ ñòîëêíîâåíèÿ ñ äâèæóùèìñÿ ïðåïÿòñòâèåì è äëÿ

äâèæåíèÿ âäîëü òðàåêòîðèè, çàäàííîé â áàçèñå ïîäâèæíîãî îáúåêòà.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû àïðîáàöèè ïðåäëîæåííûõ àë-

ãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿ. Â êà÷åñòâå òåñòîâîãî îáúåêòà óïðàâëåíèÿ áûë âûáðàí

ìîáèëüíûé ðîáîò ñ ðîëèêîíåñóùèìè êîëåñàìè ¾Robotino¿ ïðîèçâîäñòâà êîì-

ïàíèè ¾Festo Didactics¿. Äëÿ ðåàëèçàöèè áûëî âûáðàíî íåñêîëüêî ãåîìåòðè-
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÷åñêèõ ïðèìèòèâîâ, òàêèõ êàê ïðÿìàÿ è îêðóæíîñòü. Òàêæå ïðåäñòàâëåí ðÿä

ýêñïåðèìåíòîâ ñ ðåøåíèåì çàäà÷è òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè íàëè÷èè â

ðàáî÷åì ïðîñòðàíñòâå ìîáèëüíîãî ðîáîòà ïîäâèæíîãî ïðåïÿòñòâèÿ. Ðåçóëü-

òàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïðåäñòàâëåíû â âèäå ãðàôèêîâ, ïîêàçûâàþùèõ îáùóþ

ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïðåäëîæåííûõ òåîðåòè÷åñêèõ âûêëàäîê è ïðèåìëåìîå êà-

÷åñòâî ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ.

Òàêèì îáðàçîì, â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå áûëà ðàññìîòðåíà è ðåøåíà

çàäà÷à òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ â óñëîâèÿõ

íàëè÷èÿ íåèçìåðÿåìûõ âîçìóùåíèé è ïðåïÿòñòâèé íà ïóòè ñëåäîâàíèÿ (â òîì

÷èñëå ïîäâèæíûõ). Ïðåäëîæåíû ìåòîäû ðàçðàáîòêè ðåãóëÿòîðîâ, ðåøàþùèõ

ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó. Òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïîäêðåïëåíû ïðàêòè÷åñêè-

ìè ýêñïåðèìåíòàìè ñ ìîáèëüíûì ðîáîòîì.
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